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An einem einfachen Beispiel einer bistabilen Schaltung werden die dynamischen Vorgiinge bei 
Multivibratoren mit Hilfe eines graphischen Verfahrens beschrieben. Die Schaltung kann in einen 
Vierpol, der keine Energiespeicher, aber alle Nichtlinearitaten enthalt, und in zwei wesentliche 
Kapazitaten, die diesen Vierpol auf beiden Seiten abschlieBen, zerlegt werden. Die Kondensator- 
spannungen wu; und uz werden als Koordinaten gewahlt. 

Fiir die zeitlichen Ubergangsfunktionen u(t) und u(t) werden zwei simultane Differential- 
gleichungen abgeleitet, die tiber zwei wesentlich nichtlineare Funktionen miteinander gekoppelt 
sind. Diese lassen sich als statische Ubertragungskennlinien des nichtlinearen Vierpols deuten und 
leicht messen. Mit ihrer Hilfe laBt sich eine mit der Zeit bezifferte ,,Zustandslinie konstruieren, 
die das Wertepaar (w1, w2), von jedem beliebigen Anfangspunkt ausgehend, durchlauft. Die Ge- 
samtheit dieser Zustandslinien, die alle in die beiden stabilen Punkte einmiinden, beschreibt alle 
in der Schaltung méglichen Higenvorginge. 

Die Auslésung des Umklappvorganges von einem in den anderen stabilen Zustand wird mit 
derselben Methode beschrieben. Der Einflu8 von Dauer und Amplitude des Ausléseimpulses auf 
die Umklappzeit wird angegeben. 

Fir die praktische Dimensionierung der Schaltung wird gezeigt, wie sich die strukturelle 
Stabilitat mit Hilfe der genannten nichtlinearen Kennlinien vorausbestimmen und messen laBt. 
Fiir Multivibratoren, die eine méglichst kurze Umklappzeit haben sollen, wird der dafiir optimale 
Anodenwiderstand bestimmt. 


The dynamic processes occurring with multivibrators are described with the aid of a graphic 
method by reference to a simple example of a bistable circuit. This circuit can be broken down 
into a quadripole that contains no energy storing elements, but all nonlinearities, and into two 
essential capacitances that terminate this quadripole at either end. The capacitor voltages w, and 
us are chosen as coordinates. 

For the time functions u(t) and u2(t) two simultaneous differential equations are derived, 
which are intercoupled by two essentially nonlinear functions. They can be interpreted as static 
transfer characteristics of the nonlinear quadripole and easily measured. With their aid a “line 
of state’’ numbered in terms of time can be constructed along which the pair (uw, ue) of values 
travels, beginning at any desired starting point. The complete family of such lines of state, which 
all converge into the two stable points, describe all internal processes possible in the circuit. 

The initiation of the change from one stable state into the other is described with the same 
method. The influence of duration and amplitude of the initiating pulse onto the changeover 
time is stated. 

For the practical proportioning of the circuit it is shown how to predetermine and measure 
the structural stability with the aid of the aforementioned nonlinear characteristics. For multi- 
vibrators whose change-of-state time is to be minimized the related optimum anode impedance 


is determined. 


gekoppelten RO-Verstirker angegeben, der von 
selbst durch die Umladung seiner Koppelkondensa- 
toren zwischen zwei stabilen Zustanden hin und her 


Kinleitung 


Im Jahre 1919 ist von Eccites und JorDAN [1] 


die Schaltung eines in sich riickgekoppelten Gleich- 
stromverstirkers angegeben worden, die wegen 
ihrer Eigenschaft, wechselweise zwei stabile Zu- 
stinde einnehmen zu kénnen, unter den Namen 
Flip-Flop-Stufe, Binarstufe oder bistabiler Multi- 
vibrator wohl bekannt ist. Ebenfalls im Jahre 1919 
haben ABRAHAM und BLOCH [2] einen in sich riick- 


kippt und so rechteckformige Schwingungen er- 
zeugt. Diese Schaltung ist als freischwingender oder 
astabiler Multivibrator bekannt. Wenn man die 
beiden Schaltungen dadurch miteinander kombi- 
niert, daf man die eine Kopplung ihrer beiden Ver- 
starkerstufen als Gleichstromkopplung ausbildet, 
die andere als RC-Kopplung, so ist auch diese 
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Schaltung zweier stabiler Zustinde fahig, aber 
wahrend der eine infolge der Gleichstromkopplung 
zeitlich unbegrenzt stabil ist, ist der andere nur so- 
lange stabil, bis sich der Koppelkondensator um- 
geladen hat. Die Schaltung hat wegen dieser Higen- 
schaften den Namen monostabiler Multivibrator 
oder Univibrator erhalten. 

Obwohl die Multivibratoren eine fundamental 
wichtige Rolle in der Impulstechnik und in der ge- 
samten Elektronik spielen, sind doch nur ihre 
statischen Eigenschaften und die durch die Um- 
ladung der Koppelkondensatoren bestimmten lang- 
sameh zeitlichen Vorginge vollig bekannt. Der 
zeitliche Verlauf der Umklappvorginge zwischen 
den stabilen Zustanden, der durch die parasitaren 
Schaltkapazitaten bestimmt wird, wurde jedoch 
noch nicht befriedigend geklart. 

Das Problem bei der Beschreibung dieser Uber- 
gangsfunktionen liegt im Zusammenspiel linearer 
Energiespeicher mit wesentlich nichtlinearen Ver- 
starkerelementen in einer in sich riickgekoppelten 
Schaltung. Es fiihrt auf die Losung einer nicht- 
linearen Differentialgleichung mindestens 2. Ord- 
nung. Ihre geschlossene Lésung ist deshalb nicht 
moglich, weil die in die Differentialgleichung ein- 
gehenden Réhrenkennlinien nur als experimentell 
aufgenommene Kurven vorliegen. Diese Kennlinien 
miissen fiir das richtige Funktionieren der Schal- 
tung wesentlich nichtlinear sein. Sie lassen sich 
tiber den ganzen interessierenden Bereich nur sehr 
schlecht durch ein Polynom oder andere elementare 
Funktionen approximieren. Ansatze in dieser Rich- 
tung wurden z. B. von Sayre [3], TrLLMAN [4] und 
Haas [5] gemacht. Sie ftihren mit mehr oder weni- 
ger grofem numerischem Rechenaufwand im Ein- 
zelfall zu brauchbaren Ergebnissen, fiir ein tieferes 
Hindringen in das Wesen der Schaltung sind sie je- 
doch zu unhandlich. 

Wir wollen versuchen, die nichtlinearen Differen- 
tialgleichungen durch eine graphische Methode, die 
sich an die experimentell gewonnenen statischen 
Kennlinien anschlieft, zu losen. Dabei folgen wir im 
Prinzip den Methoden, die von vAN DER Por [6], 
BaARKHAUSEN, REIcHaRpT [7], UrTEL[8], Usut [9], 
RoruHeE und KLEEN [10] entwickelt wurden, um das 
Problem der Anfachung von Schwingungen in 
Schwingungskreisen mit Hilfe von negativen Wider- 
sténden zu beschreiben. Dieses Problem ist ein 
Zweipolproblem, Spannung und Strom sind die 
Koordinaten bei seiner Lésung. Die Nichtlineari- 
taten stecken in der Strom-Spannungskennlinie ¢ (w) 
des negativen Widerstandes. 

Bei der Beschreibung der Umklappvorgange in 
Multivibratoren werden wir als Koordinaten die 
Spannungen an den beiden wesentlichen Kapazi- 
taten wahlen, die hier durch einen von Energie- 
speichern freien, aber nichtlinearen Vierpol mit- 
einander gekoppelt sind. Wir werden sehen, da8 
man diesen Vierpol durch zwei die Nichtlineari- 
taten enthaltende statische Kennlinien beschreiben 
muB. Wenn man diese Kennlinien zweckmaBig 
wahlt, wird man auf eine einfache graphische 
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Lésung der nichtlinearen Differentialgleichung ge- 
fiihrt. 

Wir werden uns bei unserer Darstellung auf eine 
einfache bistabile Schaltung beschranken. Bei 
monostabilen oder astabilen Multivibratoren lassen 
sich die Ergebnisse tibernehmen. Dabei mu man 
voraussetzen, daB die Spannungen an den Koppel- 
kapazitaten waihrend der Dauer des Umklappvor- 
ganges konstant bleiben. Dies ist in der Praxis der 
Fall, weil die Koppelkapazitiaten fast immer wesent- 
lich gréBer sind als die Streukapazitaéten. Fir die 
Betrachtung der Umklappvorginge hat man dann 
die Koppelkapazitaéten einfach durch Batterien zu 
ersetzen. 


1. Die Schaltung 


Die wohlbekannte Schaltung eines bistabilen 
Multivibrators zeigt Bild 1. Die primitive Erklarung 
ihrer Wirkungsweise ist bekannt: Trennen wir die 
Gitterleitung der Rohre 1 an der Stelle x x auf 
und nehmen wir an, daB die Rohre 1 durch eine 


= 


| 
4 


5h 


_———- 
4 
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Bild 1. Schaltung eines bistabilen Multivibrators. 


negative Gittervorspannung gesperrt ist, dann ist 
die Spannung w, an ihrer Anode praktisch gleich der 
Batteriespannung Us, wenn wir, was wir auch im 
folgenden immer voraussetzen wollen, die Wider- 
stande des Spannungsteilers als sehr groB gegen den 
Anodenwiderstand R& annehmen. Die Leerlauf- 
spannung dieses Teilers ist eine Linearkombination 
der Hilfsbatteriespannung Uy und der Anoden- 
spannung uw. Das Teilverhaltnis und die Hilfs- 
spannung sind so gewahlt, daB fiir unseren Fall 
(uy = Up) die Leerlaufspannung des Teilers positiv 
ist. Dann ist auch die Gitterspannung wg der 
zweiten Rohre, die man in tiblicher Weise aus der 
Kennlinie ig(wg) konstruieren kann, leicht positiv. 
Die Rohre 2 fiihrt Strom. Thre Anodenspannung w2 
kann man sich aus dem Kennlinienfeld konstruieren, 
sie ist um den Spannungsabfall an R kleiner als die 
Batteriespannung. Uber einen zweiten gleichen 
Spannungsteiler ist die Roéhre 2 mit der Rohre 1 
gekoppelt. Die zweite Freiheit in der Bemessung 
dieser Teiler ist dazu ausgeniitzt, die kleine Span- 
nung Uz so auf das Gitter 1 zu teilen, daB Ug1 SO weit 
negativ ist, daB die Réhre 1 keinen Strom fiihrt. 
Von dieser Voraussetzung sind wir ausgegangen, 
wir diirfen also unsere Trennstelle wieder schlieBen, 
am Zustand unserer Schaltung wird sich dabei 
nichts andern, er ist stabil. Wenn die Schaltung 
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symmetrisch aufgebaut ist, kénnen wir dieselbe 
Uberlegung fiir den Fall, da8 die Réhre 1 Strom 
fihrt und die Réhre 2 gesperrt ist, anstellen. Auch 
dieser Zustand ist stabil, die Schaltung hat zwei 
stabile Zustande. Durch eine auBere Ursache, z. B. 
durch einen positiven Spannungsimpuls am Gitter 
der gesperrten Réhre, 1a8t sich erzwingen, daB die 
Schaltung von dem einen in den anderen stabilen 
Zustand umklappt. Dabei verhindern die Kapazi- 
taten der Schaltung (Bild 1), daB dieser Vorgang 
momentan erfolgt. 

Wir stellen uns zur Aufgabe, diesen Umklapp- 
vorgang zu beschreiben. 

Wir beginnen damit, die Schaltung zu verein- 
fachen und die Zahl der Energiespeicher zu redu- 
zieren. So nehmen wir an, da die Gitter-Anoden- 
kapazitat Czga sehr viel kleiner sei als die tibrigen 
Kapazitaten, was man durch Verwendung von 
Pentoden immer erreichen kann. Die Gitter- 
Kathodenkapazitat Cz belastet den unteren Wider- 
stand des Spannungsteilers. Man kann bekanntlich 
durch Zuschalten der Koppelkapazitat Cx zum 
oberen Teilerwiderstand ein reelles Teilverhaltnis 
erreichen, wenn man das Teilverhaltnis der Kapazi- 
taten gleich dem der Widerstande macht, oder was 
damit gleichbedeutend ist, wenn man die Zeit- 
konstanten einander gleich macht: 

RxCK = Rg Cz 1 

Dieser so kompensierte Teiler belastet zwar die 
Anode zusatzlich kapazitiv durch die Serien- 
schaltung von Cx und Cg; er tibertragt aber jede 
Zeitfunktion der Anodenspannung formgetreu auf 
das Gitter der folgenden Rohre. 

Unsere Schaltung enthalt jetzt nur noch die 
beiden wesentlichen Kapazitaten C; und C2 an den 
beiden Anoden. Wir haben auf diese Weise die 
Schaltung aufgespalten in einen nichtlinearen, aber 
von Energiespeichern freien Teil, namlich den Vier- 
pol, der die Réhren und die reellen Widerstande 
enthalt, und die beiden linearen Energiespeicher Cy 
und (2, die diesen Vierpol auf beiden Seiten ab- 
schlieBen (Bild 2). 

Zur weiteren Beschreibung der Schaltung wahlen 
wir als Koordinaten die beiden Kondensator- 
spannungen wv und wz. Wenn wir diese Spannungen 
zu jedem Zeitpunkt kennen, lassen sich alle ibrigen 
Spannungen und Stréme in der Schaltung elementar 
bestimmen; das Wertepaar (w1, uz) bestimmt den 
Zustand, in dem sich die Schaltung zur Zeit t be- 
findet, eindeutig. 

Wir werden die Differentialgleichungen fiir diese 
Koordinaten uw; und uz aufstellen und sie in zwei 
Schritten lésen : 

Im ersten Schritt wollen wir die in der Schaltung 
méglichen Eigenvorgiénge untersuchen, d. h. wir 
wollen u(t) und ue(t) bestimmen, wenn wir die 
Schaltung, ausgehend von der Anfangsbedingung 
(U30/U20), sich selbst tiberlassen. 


1 Wenn man Rx Cx etwas groBer als RyCz wahlt, erhalt 
man im Endergebnis etwas giinstigere Umklappzeiten. Da- 
bei muB man ein Uberschwingen in Kauf nehmen. Zu dieser 
Frage sei auf die Arbeit von Pizory [11] verwiesen. 
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Bild 2. Schaltung eines bistabilen Multivibrators, dessen 
Kapazitaten auf die beiden wesentlichen Kapazi- 
taten C ; und 02 reduziert wurden. 


Im zweiten Teil gehen wir von einem der stabilen 
Punkte aus und fragen nach u(t) und we(t), wenn 
wir die Schaltung durch einen Rechteckimpuls zum 
Umklappen veranlassen. Dessen Amplitude und 
dessen Dauer werden wir dabei angeben kénnen. 


2. Die Differentialgleichungen fiir die Eigenvorginge 


Unter Vernachlassigung des Teilerstromes ir gilt 
mit den Bezeichnungen des Bildes 2 am Knoten 1 


tr + t¢ = 14 (U1, Ug1). 


Mit den Verknipfungsgleichungen zwischen Span- 
nung und Strom an F& und C 


5 ay Ug a Wal Fe _ C du, 
tes R ) (Gam ak dt 
wird daraus 
d 
Uz Uy RC ac => Rr (w41, Ugi), 


oder mit der auf die Zeitkonstante RCO normierten 
Zeit r=t/RC: (1) 
du, 
dt 


+ uy = Ug — R14 (U1, Ugi) = (2) 


= Ug a Rr (u1, Ug). 


Auf der rechten Seite dieser Differentialgleichung 
finden wir die statische Rohrencharakteristik 
11 (U1, Ugi). Die Gitterspannung ug; hangt tiber den 
reellen Spannungsteiler von wz ab, man kann also 
auch 11 = 14(u1, ug) schreiben. Dann ist die ganze 
rechte Seite eine zeitunabhangige Funktion von wu 
und wz. 

Sie 14Bt sich leicht an der fertigen Schaltung 
statisch messen: Setzen wir fir diese statische 


Messung duy/dr = 0, 
so wird mit Gl. (2) 
Uy = Upg— R14 (u1, U2) = PD, (uz). (3) 


U, 1aBt sich als Leerlaufspannung am Klemmen- 
paar 1-1’ fiir alleam Klemmenpaar 2-2’ eingepragten 
Spannungen messen. Wir nennen die so definierte 
Abhangigkeit U; = © (ug) die statische Kennlinie 
der Schaltung. In ihr sind die statischen Kennlinien 
der Rohre 1, die Higenschaften des Koppelspan- 
nungsteilers und die Batteriespannungen enthalten. 
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Ganz analog leiten wir fiir ue die Differential- 


gleichung dus 


{eae D2 (w1) 


ab, wobei hier Uz = ®2(u1) die an der Anode 2 ge- 
messene Leerlaufspannung ist, wenn man an der 
Anode 1 die Gleichspannung wu; einpragt. Unsere 
bistabile Kippstufe wird damit durch die beiden 
simultanen Differentialgleichungen erster Ordnung 


SUS eR aay (4a) 

dt 

dus 

4 + us = Do (u1) (4b) 
ats 


beschrieben. Sie sind autonom, weil die unabhangige 
Variable t nicht vorkommt. Auf der linken Seite 
stehen die gesuchten Kondensatorspannungen und 
deren zeitliche Ableitungen, also lineare Ausdriicke. 
Auf der rechten Seite stehen die nichtlinearen Uber- 
tragungsfunktionen des nur die Rohren und die 
ohmschen Widerstande enthaltenden Vierpols, der 
die beiden linearen Energiespeicher miteinander 
verkoppelt. 


WA 


we 
Uy = G oun) ve 


Ug 


\ 
\ 
\ U4, = 9 y(u ) 
b 2 


~ 
—— 
Sk 
~ 


(u,) —> 
Ue Lags 


Us 


—— 


(=) 
= 
= 
o 


Uf ere 
$4 (up) Sasa 
Bild 3. Die statischen Kennlinien des nichtlinearen Vierpols 
in Bild 2. Hg (uz) ist die am Klemmenpaar 2-2’ ge- 
messene Leerlaufspannung, wenn am Klemmen- 
paar 1-1’ die Gleichspannung Uj, eingepragt wird. 
®; (uz) ergibt sich analog. 


Ehe wir mit einer graphischen Methode die 
Differentialgleichungen lésen, wollen wir uns die 
Gestalt der statischen Kennlinien ansehen. Wir be- 
trachten ®2(w1) und sehen aus den Bildern 2 und 3: 

Wenn wu; = Oist, liegt am Gitter der Réhre 2 iiber 
dem Spannungsteiler eine negative Spannung, her- 
rihrend von der Hilfsbatterie. Die Réhre 2 ist ge- 
sperrt, d.h. ihre Anodenspannung ist gleich der 
Batteriespannung ©; = Uz. Wenn wir u, erhéhen, 
andert sich solange an ® nichts, bis die Ausgangs- 
spannung des Spannungsteilers die Gitterspannung 
der Rohre erreicht hat, bei der ein Anodenstrom 
zu flieBen beginnt. VergréBern wir die Spannung wu; 
weiter, so wird auch die Gitterspannung der Rohre 2 
groBer, damit der Anodenstrom ig und der Span- 
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nungsabfall am Anodenwiderstand f. Das heiBt 
aber, daB die Spannung we fallt, wir erhalten die 
bekannte Arbeitskennlinie einer Rdhre, die auf den 
AnBenwiderstand R arbeitet. Die Steigung dieses 
fallenden Kennlinienstiickes ist gleich der Gleich- 
spannungsverstarkung der Ubertragungsstrecke 
zwischen dem Klemmenpaar 1-1’ als Eingang und 
dem Klemmenpaar 2-2’ als Ausgang. Wenn wir u 
noch weiter vergroBern, wird die Leerlaufspannung 
des Teilers positiv, die Rohre fiihrt Gitterstrom, und 
wenn wir den Teilerinnenwiderstand groB wahlen, 
nimmt die Gitterspannung nur noch sehr wenig mit 
u, zu; weil aber die Réhrenverstarkung voll wirk- 
sam ist, nimmt die Anodenspannung we: trotz der 
gitterseitigen Begrenzung noch etwas ab. Damit 
haben wir die statische Kennlinie ®z2 (ui) gewonnen. 
Auf genau dieselbe Weise leiten wir ©; (wz) ab. Diese 
Kennlinie kénnen wir in dasselbe Koordinaten- 
system (w1, w2) einzeichnen, denn wir haben ja nur 
abhangige und unabhangige Variable vertauscht. 
Aus dieser Darstellung erkennen wir zunachst 
folgende einfache Tatsache: Wenn wir die Schal- 
tung sich selbst tiberlassen, dann k6énnen sich im 
statischen Zustand nur solche Wertepaare (w1, uz) 
einstellen, die auf beiden statischen Kennlinien 
liegen, d.h. die Kennlinienschnittpunkte. Dabei 
gehoren die beiden Schnittpunkte S; und Sz: in 
Bild 3 zu den beiden stabilen Punkten unserer bi- 
stabilen Schaltung. Der Punkt JZ ist ein labiler 
Punkt. Wir werden das spater sehen, wenn wir das 
Verhalten in der Umgebung dieser drei Punkte 
untersuchen werden. Wir sehen aber jetzt schon, 
daB die Nichtlinearitat der statischen Kennlinien 
die notwendige Voraussetzung zur Bildung mehr- 
facher Schnittpunkte und damit zur Bildung meh- 
rerer stabiler Arbeitspunkte der Schaltung ist. 


3. Die Lésung der Differentialgleichungen 


Wir kommen nun zur Untersuchung der in der 
Schaltung méglichen dynamischen Eigenvorgange. 
Ein Anfangszustand soll dadurch vorgegeben sein, 
daB C; auf Ujo9 und C2 auf U2o aufgeladen sei. Dieser 
Anfangspunkt Po lat sich in unserer (uw, w2)-Ebene 
markieren (Bild 4). Beginnend mit der Zeit +t = 0 
tiberlassen wir die Schaltung sich selbst. Die Frage 
ist: Auf welchem Wege und mit welcher Geschwin- 
digkeit bewegt sich dann der den augenblicklichen 
Zustand beschreibende Punkt P{ui(z), ug (t)} auf 
einen der stabilen Punkte zu, den er zweifellos nach 
unendlich langer Zeit erreichen wird? Wir nennen 
diesen Weg eine Zustandslinie. Sie 1aBt sich stiick- 
weise konstruieren. Dazu geben wir uns ein Zeit- 
element dt vor, und berechnen uns aus den Differen- 
tialgleichungen du; und dwg, d. h. die beiden Weg- 
elemente, um die sich der Zustand der Schaltung 
wahrend der Zeit dt gedndert hat. Aus Gl. (4) folgt 


duy = [Di (ue) — uw] dr, 
dug = [@2(u) — ug]dr. 


Die in eckigen Klammern stehenden Faktoren, mit 
denen wir dr multiplizieren miissen, um die Weg- 
elemente zu erhalten, haben eine sehr einfache Be- 
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Bild 4. Konstruktion eines Linienelementes PoP . Der 
Deutlichkeit wegen wurde dt gro8B gewahlt (dt3= 
0,25, d.h. dt = 0,25 RC). si 


deutung. Sie sind némlich die Abstande in horizon- 
taler und vertikaler Richtung, die der laufende 
Punkt P(w 1, wz) von den beiden statischen Kenn- 
linien hat. Daraus folgt nun auch sofort die ein- 
fache Konstruktionsregel: Man bestimme die Ab- 
stande des Aufpunktes von den beiden statischen 
Kennlinien und multipliziere sie mit dem gewahlten 
normierten Zeitelement drt. Die Diagonale des ent- 
stehenden Parallelogramms zeigt auf den neuen 
Zustandspunkt. Durch Wiederholung des Verfah- 
rens lat sich die gewtinschte Zustandslinie als Poly- 
gonzug konstruieren (Bild 5). Die Lange der Pfeile 
gibt die Anderungsgeschwindigkeit des Zustands 
an. Die Kurve 1aBt sich mit der Zeit beziffern, 
wobei t = 0 dem von uns gewahlten Anfangspunkt 
Po zugeordnet ist. Diese Konstruktion zeigt uns, wie 
die beiden Ubergangsfunktionen der Spannungen 


hy = (7), Uz = U2(T) 


tiber die aus den statischen Kennlinien konstruier- 
bare Zustandslinie fest zusammenhangen. Aus der 
mit der Zeit bezifferten Zustandslinie kann man 
die beiden Zeitfunktionen selbst entnehmen (Bild 5b). 

Diesen Weg wird man einschlagen, wenn fir eine 
bestimmte Anfangsbedingung die Ubergangsfunk- 
tionen in einen der stabilen Punkte gesucht sind. 
Wenn wir die allgemeinere Frage nach den bei einem 
Multivibrator iiberhaupt méglichen Zustanden 
stellen, geht man etwas anders vor. 


4. Das Zustandsdiagramm des Multivibrators 


Das Differentialgleichungspaar ordnet jedem Zu- 
stand (uw1, wz) eine ganz bestimmte Anderung dieses 
Zustands zu. Wir kénnen die Anderungspfeile in 
jedem Punkt nach dem eben kennengelernten Ver- 
fahren konstruieren und kommen so auf ein Zu- 
standsfeld, das die obere Halfte von Bild 6 zeigt. 
In dieses Zustandsfeld 14Bt sich die Gesamtheit 


. aller moéglichen Zustandslinien einzeichnen, ganz 


ahnlich wie in ein Strémungsfeld die Stromlinien 
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Bild 5. (a) Konstruktion einer Zustandslinie als Polygon- 


zug, n 
(b) zugehorige Ubergangsfunktionen w (t) und u(t). 
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P, (up) Bait 


Bild 6. Zustandsdiagramm des Multivibrators; 
obere Halfte: Zustandsfeld, 
untere Halfte: Zustandslinien. 


(untere Halfte von Bild 6). Sie beschreiben alle még- 
lichen Eigenvorgange unserer Schaltung. 

Wir erkennen die Rolle, die die statischen Kenn- 
linien und ihre Schnittpunkte auf den Ablauf der 
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dynamischen Vorginge spielen. Auf der statischen 
Kennlinie ®; (wz) ist ui = Oi (u2), woraus mit der 
Differentialgleichung (4a) du;/dt = 0 folgt; d.h. die 
statische Kennlinie ist Isokline. Die zu ihren Punk- 
ten gehérenden Anderungspfeile stehen senkrecht. 
Entsprechend ist dug/dt = 0 fiir @z(u1), diese Kenn- 
linie ist also Isokline fiir die waagerecht liegenden 
Richtungspfeile. Da dieses Verschwinden einer Ab- 
leitung bei Uberschreiten einer statischen Kennlinie 
immer mit einem Vorzeichenwechsel verbunden ist, 
so ist damit immer ein Maximum oder Minimum 
einer der beiden Ubergangsfunktionen w(t) und 
ue (t) verbunden. 

In den Schnittpunkten der statischen Kennlinien 
verschwinden sowohl dwj/dt als auch dug/dt. Sie 
sind die singularen Punkte des Differential- 
gleichungssystems. Das Verhalten der Lésungs- 
kurven in der Umgebung dieser Singularitaten ist 
typisch fiir ihr Verhalten in der ganzen Ebene. Wir 
wollen uns deshalb das Zustandsfeld in der Nahe 
der singularen Punkte noch etwas genauer ansehen. 


Bildy7. En in der Umgebung des stabilen Punk- 
tes So. 


Zunachst betrachten wir die Umgebung des sta- 
bilen Punktes Sg. In der Nahe der singularen Punkte 
kénnen wir die Kennlinien durch Geraden an- 
nahern, dadurch bekommen wir einfache Ausdriicke 
fiir unsere Differentialgleichung, die sich dann ge- 
schlossen integrieren la8t. Das Ergebnis, d. h. die 
Zustandslinien in der Umgebung des Punktes So, 
ist in Bild 7 dargestellt. Man erkennt die statische 
Kennlinie ©, (uz), die senkrecht verlauft, und die 
zweite statische Kennlinie ®2 (uz), die die erste unter 
einer Neigung von —0,5 schneiden soll2. Wie wir 
schon wissen, miissen die Zustandslinien die Kenn- 
linie p(w) mit waagerechten Tangenten schneiden, 


2 Diese Neigung von — 0,5 ist hier iibertrieben groB an- 
genommen. Sie bedeutet ja die Verstarkung vom Klemmen- 
paar 1-1’ nach 2-2’, die wegen der mangelhaften Begren- 
zung an der Gitterkennlinie nicht gleich Null ist. Sie hat 
in der Praxis allerdings nur den Wert —0,1 bis — 0,2. 
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um dann in den stabilen Punkt Sg einzumiinden. 
So kommt eine Art Strudelbewegung zustande. Wie 
wirkt sich diese Form der Zustandslinien auf die 
Zeitfunktionen wu i(t) und u2(t) in der Umgebung 
des stabilen Punktes aus ? Betrachten wir zunachst 
die Spannung 2, so sehen wir, daB sie in jedem Fall 
monoton dem Wert Uz zustrebt. Nicht dagegen die 
Spannung wu. w2(t) wird immer etwas tber seinen 
Endwert Us hinausgehen, um ihn dann von der 
anderen Seite aus zu erreichen. Der physikalische 
Grund fiir dieses Verhalten liegt darin, daB wz tber 
die noch mit geringer Verstaérkung arbeitende 
Rohre 2 von wu; abhangt, was sich ja gerade in der 
endlichen Neigung der Kennlinie ®2(u1) auswirkt. 
LaBt man diese Neigung zu Null werden, d. h. 
macht man die gitterseitige Begrenzung voll- 
kommen, so gehen die Zustandslinien in ein Ge- 
radenbischel durch den stabilen Punkt tiber. Die 
Zeitfunktionen der Spannungen sind dann beide 
Exponentialfunktionen, wie wir das bei zwei nicht 
gekoppelten Energiespeichern auch erwarten. 


Bild 8. ata ya in der Umgebung des labilen Punk- 
tes L. 


Bild 8 zeigt das Zustandsfeld in der Umgebung 
des dritten Kennlinienschnittpunkts. Der durch ihn 
definierte Zustand ist ebenfalls im Gleichgewicht, 
denn es ist ja du;/dt = dug/dt = 0. Aber dieses 
Gleichgewicht ist labil, wie man leicht sieht, wenn 
man den Zustand durch auBeren Zwang um einen 
beliebig kleinen Betrag aus dieser Gleichgewichts- 
lage auslenkt. Nach Wegfall des Zwanges lauft der 
Zustandspunkt auf einer der hyperbelférmigen Zu- 
standslinien einem der stabilen Punkte zu. Es gibt 
aber eine Ausnahme: Wenn wir namlich den Zu- 
standspunkt entlang der Symmetrieachse der Kenn- 
linien auslenken. In diesem Fall lauft er, sich selbst 
liberlassen, in den labilen Punkt zuriick. Der labile - 
Punkt ist also ein Sattelpunkt. 
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Damit haben wir iiber die Konstruktion einer mit 
der Zeit bezifferten Zustandslinie aus den beiden 
statischen Kennlinien unsere erste Hauptaufgabe 
gelost. Wir konnen alle Eigenvorgange der Schal- 
tung, d.h. alle Ubergangsfunktionen uy(t) und 
ug(t) von einem gewahlten Anfangspunkt aus in 
die beiden stabilen Punkte beschreiben. Weil sich 
in unserem Diagramm in der (wy, ug)-Ebene jeder 
Zustand, dessen die Schaltung fahig ist, beschreiben 
laBt, konnen wir dieses Diagramm auch das Zu- 
standsdiagramm des Multivibrators nennen. 

Wir wollen diese Ergebnisse noch durch einige 
Experimente bestiatigen. Wenn man die beiden 
Anodenspannungen uw; und wz an die beiden Plat- 
tenpaare einer Braunschen Réohre legt, kann man 
die Zustandslinien direkt sichtbar machen (Bild 9). 


Uy —— 


Bild 9. An einer typischen Multivibratorschaltung mit Hilfe 
einer Kathodenstrahlréhre aufgenommenes Zu- 
standsdiagramm. 


Wir wollen ihren Verlauf an einigen Beispielen 
genauer verfolgen. Beginnen wir bei der mit 1 be- 
zeichneten Kurve, die vom Punkt0 ausgeht und 
die wir dann durchlaufen, wenn wir unsere Kipp- 
stufe durch Anschalten der Stromquellen in Betrieb 
nehmen. Zunachst wollen sich beide Kapazitaten 
auf Up aufladen, die Zustandslinie strebt (Up, Up) 
zu. Das ist verstandlich, denn beide Rohren sind ja 


Bild 10. Die den Zustandslinien 1 bis 7 des Bildes 8 zu- 
geordneten Zeitfunktionen (7) (untere Kurven- 
schar) und u2/t) (obere Kurvenschar). 
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gesperrt. Sobald die Réhren in Aktion treten, be- 
einflussen sich beide Spannungen, und kurz vor 
Erreichen des labilen Punktes biegt die Zustands- 
linie scharf auf einen der stabilen Punkte zu ab. 
D.h. in der Zeitfunktion w(t) tritt ein Maximum 
auf, das wir in Bild 10, das die zu diesen Zustands- 
linien gehérenden Zeitfunktionen zeigt, erkennen 
konnen. Nach Durchlaufen dieses Maximums fallt 
u;(t) auf den Endwert Uys. Die andere Spannung 
ug strebt fast nach einer e-Funktion ihrem End- 
wert Up, zu. Wir konnen auf diese Weise jede der 
Zustandslinien | bis 7 und ihre beiden Komponenten 
u(t) und u2(t) verfolgen. Man erkennt die gute 
Ubereinstimmung mit der Konstruktion. Aus Bild 9 
wird die Tsolierung des labilen Punktes und die 
Trennung der Zustandslinien in zwei den beiden 
stabilen Punkten zugehérige Scharen besonders 
deutlich. 


5. Die strukturelle Stabilitaét der Schaltung 


Wir haben gesehen, da8 die Kennlinienschnitt- 
punkte S; und Sg stabile Punkte sind, den Punkt L 
haben wir als labilen Punkt erkannt. Weil sich diese 
Stabilitat bzw. Labilitat auf die dynamischen Vor- 
gange bezieht, spricht man auch von dynamischer 
Stabilitat bzw. Labilitat. Bei diesen Betrachtungen 
waren wir davon ausgegangen, da die Schaltungs- 
parameter und damit die statischen Kennlinien 
fest vorgegeben seien. In einer praktisch ausgefiihr- 
ten Schaltung kann sich die Form dieser Kennlinien 
aber unter dem Einflu8 von Parameteranderungen, 
wie z.B. Betriebsspannungsschwankungen, oder 
von Anderungen der Réohreneigenschaften usw. 
verandern. Wenn sich bei dieser Anderung nach wie 
vor drei Kennlinienschnittpunkte nach Art des 
Bildes 3 ergeben, so wird die grundsatzliche Ar- 
beitsweise der Schaltung erhalten bleiben. Sind 
diese Anderungen aber so groB, daB der labile 
Schnittpunkt mit einem der stabilen Schnittpunkte 
zusammenfallen kann, oder daB sich nur noch ein 
Schnittpunkt der Kennlinien ergibt, dann kann die 
Schaltung auch nicht mehr wie vorgesehen arbeiten. 
Man spricht dann von einer strukturellen Instabili- 
tit, bzw. im Normalfall von einer strukturell 
stabilen Schaltung [12]. 

Mit Hilfe von Bild 3 1aBt sich nun beim Entwurf 
einer Schaltung leicht vorhersagen, ob sie bei Para- 
meteranderungen strukturell stabil bleibt oder 
nicht. Man hat nur bei den kleinsten und groBten 
der zu erwartenden Parameterwerte die statischen 
Kennlinien ®; (wz) und ®2(u1) zu messen. Auf diese 
Weise erhalt man die in Bild 11 gezeigten Toleranz- 
streifen fiir die Kennlinien. Die Schnittpunkte 
miissen innerhalb der schraffierten Gebiete liegen. 
Man erkennt nun leicht, daB die Schaltung struk- 
turell stabil ist, wenn die drei schraffierten Gebiete 
voneinander getrennt sind, und daf sie strukturell 
instabil werden kann, wenn sich die Toleranz- 
streifen derart tiberdecken, daB sich das Gebiet des 
labilen Punktes nicht mehr isolieren 1a Bt. 

Oft ergibt sich die Aufgabe, einen bistabilen Multi- 
vibrator so zu dimensionieren, da sich beim Ein- 


$5(u,) =P 


0 rp 
$, (uy) —> 


Bild 11. Die Toleranzstreifen, innerhalb derer bei Para- 
meterainderungen die statischen Kennlinien ver- 
laufen, iiberschneiden sich in den schraffierten-Ge- 
bieten. Nur wenn diese Gebiete voneinander ge- 
trennt sind, ist die Schaltung strukturell stabil. 


schalten des Geraétes immer derselbe vorgewahlte 
stabile Punkt, z. B. Se, einstellt. Dann muB die 
Schaltung so ausgelegt werden, daB der labile Punkt 
immer rechts von der Symmetrielinie uj = ug liegt. 
Das heiBt aber, das schraffierte Gebiet um L mu8 
ganz rechts von der Symmetrielinie liegen. Dieser 
Fall wurde in Bild 11 gezeichnet. 


6. Der Auslésevorgang 


Wir wenden uns nun unserer zweiten Hauptauf- 
gabe zu: Der Zustand der Schaltung soll aus einer 
stabilen Lage mit Hilfe eines Ausléseimpulses soweit 
ausgelenkt werden, da8 er in die andere stabile Lage 
lauft. Gefragt ist nach den zeitlichen Ubergangs- 
funktionen w(t) und w2(t), bei verschiedener Dauer 
und Amplitude des Ausléseimpulses, insbesondere 
nach der zur Einleitung des Umklappvorgangs not- 
wendigen Minimalamplitude und -dauer des Aus- 
léseimpulses. 

Wir gehen aus von Bild 6. Wie man sieht, scheidet 
die Symmetrielinie der statischen Kennlinien die 
Hinzugsgebiete der beiden stabilen Punkte, d. h. 
wenn wir die Schaltung von einem stabilen Punkt 
ausgehend veranlassen wollen, in den anderen stabi- 
len Punkt umzuklappen, miissen wir auf jeden Fall 
die Symmetrielinie durch einen Eingriff von auBen 
uberschreiten. Nehmen wir an, die Schaltung be- 
finde sich im Zustand 8. Wir wollen sie veranlassen, 
in den Zustand Sz umzuklappen. Das lat sich z. B. 
auf grobe Art dadurch erreichen, daB wir der Klem- 
me | von einer auBeren Stromquelle einen Strom- 
stoB i(t), dessen Dauer 7’ < RC sei, zufiihren. 
Dann flie&t der Kapazitat C die Ladung 


Te 
Q= J iol) at 


zu, die Spannung wachst dabei auf den Wert 
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U} = Uist oe (5) 


Weil unser StromstoB kurz gegen die Zeitkon- 
stante der Schaltung gewahlt wurde, andert sich 
wahrend dieser Zeit an we nichts, d.h., dieser Aus- 
losevorgang lat sich im Zustandsdiagramm durch 
eine von 8; ausgehende zur wu -Achse parallele 
Zustandslinie beschreiben. Sie endet im Punkt 
(Uj, Up). In diesem Punkt ist die Schaltung wieder 
sich selbst tiberlassen, ihr Zustand lauft langs einer 
uns schon bekannten Zustandslinie in seine neue 
stabile Lage Sg. Fir diese Art der Auslosung hat 
sich an unserer Darstellung nichts geandert, weil 
der Innenwiderstand der Quelle als unendlich groB 
angenommen wurde. 

Praktisch wird man in den seltensten Fallen mit 
einem Stromimpuls auslésen. Im Regelfall hat die 
Auslésequelle einen endlichen Innenwiderstand. 
Dann liegen die Verhaltnisse nicht so einfach. 


Us 
Bild 12. Anschaltung 
des Generators fiir den 
Ausléseimpuls. 


UulT) 


Wir wollen annehmen, der zur Auslésung ver- 
wendete Impulsgenerator (Bild 12) habe den Innen- 
widerstand R;. Uber seine Urspannung wp machen 
wir die Voraussetzung, daB sie zur Zeit t = 0 von 
Null auf ihren Endwert % springt und daB sie nach 
der Impulsdauer t = 7 wieder auf Null zuriick- 
springt. In Serie zum Innenwiderstand des Auslése- 
generators schalten wir noch eine Diode. Sie soll so- 
lange uo (t) = 0, also kleiner als wz ist, den Auslése- 
generator abschalten, dann gelten vor und nach dem 
Ausléseimpuls alle schon bekannten Gesetze. Fiir 
die Dauer des Ausléseimpulses ist wp = to, fiir die- 
sen Zeitraum haben wir unsere oben abgeleiteten 
Differentialgleichungen zu erganzen. 

Zu den drei Strémen des Knotens 1 kommt noch 


der Strom ho S ty 


v0 R 
i 
hinzu. Damit geht die Differentialgleichung (4a) 


uber in i} du > 
Lom Rinne + U1 = Oj (ug). (6) 
Die zweite Differentialgleichung bleibt unveraindert. 
Wir wollen aus dieser Differentialgleichung eine 
Konstruktionsvorschrift fiir die Linie in unserem 
Zustandsdiagramm ablesen, die der Zustand unserer 
Schaltung wahrend des Auslésevorgangs durchlauft. 
Ausgangspunkt ist der stabile Punkt 8; in dem sich 
das System fiir t = 0 befand. Im Zeitpunkt t = 0 
springt die Auslésespannung auf do, die Spannung w1 
wird als Kondensatorspannung zunachst gleich Ujs 
bleiben, die Kennlinie ®,(u2) hat aber mit dem 
Sprung von wp die neue Form Oj (ug) angenommen. 
An der anderen Kennlinie QD» (ui) hat sich nichts 
geandert. 


sa 


aka 
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Wenn wir noch Gl. (6) nach du; auflésen, 


du, = [Di (ue) — uy] (1 + = dt. 


dann sehen wir, da8 wir auch wihrend des Auslése- 
vorgangs unsere Konstruktion der Spannungs- 
elemente dw, und dwz aus den statischen Kennlinien 
anwenden konnen. Wir miissen nur beachten, daB 
jetzt statt ®1(wz) die neue Kennlinie ®j (wz) gilt, 
und da8 wir in u;-Richtung den Abstand des Zu- 
standspunktes von der statischen Kennlinie, auBer 
mit dem gewahlten dt auch noch mit dem Faktor 
1 + (R/R;) zu multiplizieren haben, um das Span- 
nungselement dw; zu erhalten. 

Wie sieht nun die neue Kennlinie ®j (uz) aus ? 
Man kann leicht ableiten, daB sie mit ®; (we) durch 
die Beziehung 


Qj = 


verkniipft ist. Sie geht also durch affine Pressung 
und Parallelverschiebung in u;-Richtung aus ®, (u2) 
hervor. 


a 
ee 
| 


ier 


or aa 


Bild 13. Lage der statischen Kennlinie ®; (wz) fiir verschie- 
dene Ausléseamplituden 19; 
0: ao = 0, 
1: Gp ist fiir die Auslésung zu klein, 
2: do hat den fiir die Auslésung kritischen Mindest- 
wert, 
3: do ist so groB, daB die Auslésung sicher eintritt. 


Tn Bild 13 sind fiir R; = R drei charakteristische 
Lagen dieser neuen statischen Kennlinie dargestellt. 
Zur Kennlinie 0 gehort wp = 0, aus ihr gehen die 
Kennlinien 1, 2,3 durch Parallelverschiebung zur 
u,-Achse um %o/2 nach rechts hervor. Je nachdem, 
wie sich die so konstruierte Kennlinie ®j (wz) mit 
der unveraindert geblicbenen Kennlinie @®2(™) 
schneidet, erhalt man folgende drei charakteristi- 
sche Falle: 

1. Die Lage der Kennlinien zueinander hat sich bei 
Anschalten von uo nicht wesentlich verandert. 
Nach wie vor schneiden sie sich in zwei stabilen 
(Siz und S21) und in einem labilen Punkt (Li). 
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Kine Auslosung findet bei der zugehorigen kleinen 
Amplitude noch nicht statt, der Zustand der 
Schaltung wandert von §; nach S;; und nach 
Abschalten des Auslésesignals wieder zuriick 
nach 8}. 


. Wir erhdhen die Ausléseamplitude to und ver- 
schieben dadurch die Kennlinie ®* weiter nach 
rechts bis in der Lage 2 der stabile Schnitt- 
punkt Sj2 und der labile Punkt Ly zusammen- 
fallen. In diesem Grenzfall wird noch kein Um- 
klappen eintreten, es wiirde sich (bei sehr groBer 
Dauer des Ausléseimpulses) der stabile Punkt Sj2 
einstellen. 

3. Fur noch gréRere Ausléseamplituden bilden die 

Kennlinien nur noch einen stabilen Schnitt- 

punkt So3. Auf diesen Punkt lauft die Zustands- 

linie von der Anfangslage 8; ausgehend zu, wobei 
sie die Symmetrielinie tiberschreitet. In diesem 

Fall 3 ist also eine Auslésung méglich. 


Wir wollen fiir diesen Fall die Zustandslinie kon- 
struieren, wie es Bild 14 ftir einige Werte der Aus- 
léseimpulsdauer zeigt. In jedem Fall fiihrt diese 
Zustandslinie gemaB der Vorschrift zu ihrer Kon- 
struktion durch den in Bild 14 schraffiert gezeich- 
neten ,,Kanal‘, den die beiden Kennlinien ®3(w1) 
und @j (wz) bilden. Jedem ihrer Punkte ist eine be- 
stimmte Zeit zugeordnet. Nach dem Ende des Aus- 
léseimpulses ist die Schaltung wieder sich selbst 
uberlassen, es gelten die urspriinglichen statischen 
Kennlinien und die Zustandslinie setzt sich in einer 
der uns schon von der Beschreibung der Higen- 
vorgange her gelaufigen Form fort. 

Je nach der Wahl der Dauer 7; des Auslése- 
impulses sind folgende Falle (Bilder 14 und 15) 
moglich: 

a) Die Dauer wurde zu kurz gewahlt. Die Zustands- 
linie geht nach S; zurtick. Hine Auslésung findet 
nicht statt. 


b) Fallt das Ende des Ausléseimpulses mit der Zeit 
zusammen, die zum Schnittpunkt der Zustands- 
linie mit der Symmetrieachse gehort, so lauft die 
Zustandslinie auf der Symmetrielinie dem labilen 
Punkt zu. Wir haben die kritische Auslésedauer 
T'; min eingestellt. Verkleinern wir 7; ein wenig, 
so erhalten wir wieder Fall a), also keine Aus- 
lésung, vergroBeren wir sie, so tiberschreiten wir 
die Symmetrielinie und erreichen ein Umklap- 
pen: Fall c). 


bo 


c) Betrachten wir den zu diesem Fall gehorigen 
Verlauf von wu1(7) in Bild 15, so fallt uns das 
flache Minimum auf, das uw; nach dem Abschalten 
des Auslésesignals durchlauft. Wir kennen seine 
Ursache schon aus der Beschreibung der Higen- 
vorgainge: In der Nahe des labilen Punktes wer- 
den die Zustandslinien nur sehr langsam durch- 
laufen. 

d) La&t man das Auslésesignal noch langer auf die 
Schaltung einwirken, so kann man ein schnelles 
Durchlaufen der Umgebung von L erzwingen, 
d. h. eine langere Dauer des Auslésesignals ergibt 
etwas kiirzere Umklappzeiten. 
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0 A 
Bild 14. Zustandslinien fiir den Auslosevorgang; 
a: die Dauer 7; des Ausléseimpulses ist zu kurz, 

b: 7; hat den kritischen Wert 7; min erreicht, 

e: Tj hat den zur Auslésung nétigen Mindest- 
wert 7'imin tiberschritten, 

d: durch weitere VergréBerung von 7; wird die 
Umgebung des labilen Punktes schneller durch- 
laufen, 

e: 7; ist zu groB gewahlt. w1(t) schwingt tiber 
seinen Endwert hinaus, 


Ug\ t) ——> 


uy (Gi —— = 


Olt 


Bild 15. Die zu den Zustandslinien des Bildes 14 gehérenden 
Zeitfunktionen. 


e) Durch weitere VergréBerung von 7; schwingt 
die Spannung ~; iiber ihren Endwert hinaus, fiir 
1’; = co wird der stabile Punkt 8% erreicht. 
Wir fassen diesen Teil zusammen: 
_ Die Auslésung durch einen Rechteckimpuls laBt 
sich im Zustandsdiagramm des Multivibrators mit 
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Hilfe einer aus den statischen Kennlinien kon- 
struierbaren Zustandslinie beschreiben. Die zur Aus- 
losung ndtige Mindestamplitude ergibt sich aus der 
Lage der statischen Kennlinien; die Mindestdauer 
ist die Zeit, bei der die Zustandslinie die Symmetrie- 
achse tiberschreitet. 

Man kann nun fiir eine Reihe von Amplituden to 
die Zustandslinien konstruieren und die erhaltenen 
Umklappzeiten 7’, als Funktion von %o darstellen. 
Dies ist in Bild 16a fiir den Fall geschehen, daB die 
Dauer 7; des Auslésesignals gleich der Mindest- 
dauer Timin zuztiglich 5°% der Zeitkonstante ge- 
wahlt wurde. Fir diesen Fall wird die Symmetrie- 
linie von der Zustandslinie sicher tiberschritten. Die 
Umklappzeit 7’, ist als die Zeit definiert, die vom 
Beginn des Ausléseimpulses bis zum Erreichen von 
95°% des Endwertes von uw und wz vergeht. 

Man erkennt die hyperbelartige Abnahme der 
Umklappzeit mit zunehmender Ausloseamplitude. 
Bei der fiir die untersuchte Schaltung kritischen 
Amplitude #o min = 0,97 Up beginnt die Schaltung 
mit sehr groBer Umklappzeit umzuklappen, schon 
ab wp = 1,2 Up kann man die Umklappzeit bei der 
gewahlten Auslésedauer nicht mehr wesentlich ver- 
kleinern. Man erhalt etwa 7’, = 3,4 RC. 

Halten wir nun diese Amplitude #p = 1,2U 3% fest 
und bestimmen in Abhangigkeit von der Dauer 7; 
des Ausléseimpulses die Umklappzeit, so finden wir 


G=F ldo) 
=a Teint 05 RC 


| I 


L 
oL—----—. 5 es 
@ Ae 12 1A 16 
ses Gg /U,—> 
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Bild 16. (a) Die Umklappzeit 74 in Abhangigkeit von der 
Amplitude des Ausléseimpulses, bei konstant 
gehaltener Dauer, die um 5% der Zeitkonstante 
gréBer ist als die minimal notwendige. Vom 
Punkt A ab nimmt 7’, mit zunehmender Am- 
plitude praktisch nicht mehr weiter ab. 

(b) 7’, in Abhangigkeit von der Dauer des Auslése- 
_ impulses bei konstant gehaltener Amplitude. 
Die Punkte A gehéren zum gleichen Impuls. 


2 
T=], /RC —> 
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Bild 16b. Fiir 7; = Ti min erhalten wir eine senk- 
rechte Asymptote, denn fiir 7; = Timin ware die 
Umklappdauer unendlich gro8. Schon dicht da- 
neben, wenn wir 7; min um 5% der Zeitkonstante 
verlangern, ist 7’, = 3,4 RC, dies ist der Punkt A, 
in dem die Auslésedauer 7; gleich dem Bild 16a 
zugrunde gelegten Wert ist. Ein VergréBern der 
Auslésedauer fiihrt noch zu einer geringfiigigen Ab- 
nahme der Umklappzeit. Ab 7; = 2 RO laBt sich 
aber praktisch keine Verbesserung mehr erzielen, 
man erhalt giinstigstenfalls eine Umklappzeit von 
MIN a] Deis IRC. 


7. Ein Anwendungsbeispiel 


Wir wollen die erworbenen Kenntnisse noch auf 


ein Zahlenbeispiel anwenden. 

Bei der Bemessung einer Multivibratorschaltung 
wird man von der gewtinschten Amplitude aus- 
gehen, sie ergibt mit der kleinsten ausnutzbaren 
Anodenspannung die Batteriespannung Ug. Damit 
liegen die beiden stabilen Schnittpunkte unserer 
statischen Kennlinien fest. 

Als nachstes wird man mit Hilfe der Toleranz- 
streifen fiir die statischen Kennlinien feststellen, ob 
die Schaltung strukturell stabil ist. 

Mit welcher Steigung sollen nun die statischen 
Kennlinien von einem horizontalen Ast zum anderen 
tibergehen, oder anders ausgedriickt: wie groB soll 
die Ringverstarkung und damit bei gegebener Roh- 
rensteilheit S der Anodenwiderstand R& gemacht 
werden ? Wir nehmen den interessanten Fall an, daB 
die Schaltung so dimensioniert werden soll, daB sich 
kleinstmégliche Umklappzeiten ergeben. Dann muB 
es fiir R ein Optimum geben, denn macht man Ff zu 
groB, so wird mit RC die Umklappzeit groB; macht 
man R zu klein, so ergibt sich eine kleine Ring- 
verstarkung, die sich ebenfalls in einer groBen Um- 
klappzeit ausdriickt. 

Dieses Optimum kann man dadurch bestimmen, 
daB man iiber die Zustandslinie fiir einen charakte- 
ristischen Fall, z. B. durch Annahme stiickweise 
linearer Kennlinien, und einen Ausgangspunkt in 
der Nahe des labilen Punktes fiir verschiedene Stei- 
gungen des mittleren Kennlinienteils die Umklapp- 
zeit berechnet. Das Ergebnis zeigt Bild 17. Uber der 
Verstarkung V, die man statisch zwischen den 
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Bild 17. Anstiegszeit in Abhangigkeit von der Verstar- 
kung V. 
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Klemmen 1-1’ und 2-2’ miBt, ist die auf 7’) = Soe 
a S/C 


bezogene Umklappzeit (von 5°% auf 95°, der Am- 
plitude) aufgetragen. Man erkennt das steile An- 
wachsen der Umklappzeit 7’, mit gegen eins gehen- 
der Verstarkung, die Proportionalitaét von 7’, mit 
RC mit groBer Verstirkung und damit groBem R, 
und schlieBlich das gesuchte Optimum bei V = 2, 
d. h. bei einer Ringverstarkung von 4. 

Wenn wir einer Schaltung diese Ringverstarkung 
geben, und wenn wir von einer Rohre mit S — 
10 mA/V und OC = 20 pF ausgehen, so kommen 
wir mit einem Teilverhaltnis « = 0,5 auf R—400 Q. 
Dabei wird 7', = 36 ns. Bei einem Dauerstrom der 
Réhre von 20 mA wiirde man bei dieser Bemessung 
nur eine Amplitude von 8 V erhalten. Man wird also 
in der Praxis meist einen gréBeren als den optimalen 
Anodenwiderstand & wahlen und dabei gemaB 
Bild 17 ein Anwachsen der Anstiegszeit in Kauf 
nehmen miissen. 

Losen wir den Umklappvorgang mit dem ge- 
fundenen giinstigsten Rechteckimpuls aus, so kén- 
nen wir durch das erzwungene schnelle Durchlaufen 
der Umgebung von L etwas giinstigere Werte er- 
halten, namlich 7,4 ~3 RO = 24 ns. Dazu bendtigen 
wir einen Rechteckimpuls von 2 RC =16 ns Dauer 
mit einer Amplitude von 1,2 Ux. 


Herrn Prof. Dr. rer. nat., Dr.-Ing. E.h. R. FEupt- 
KELLER danke ich sehr herzlich dafiir, daB ich diese 
Arbeit an seinem Institut ausfiihren konnte, und 
daB er mich dabei stets untersttitzt hat. Den Herren 
Dipl.-Ing. H. HAserue, Dipl.-Ing. E. Hanue und 
Dipl.-Ing. W. Hetitmer danke ich fiir ihre Mitarbeit 
im Rahmen ihrer Studienarbeiten. 
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Fine nichtlineare Ubertragungsfunktion wird mit den ersten Gliedern einer Taylor-Reihe an- 
genahert, und fiir eine geeignet gewahlte Eingangsspannung die verzerrte Ausgangsspannung be- 
rechnet. Diese allgemeine Ableitung wird fiir die gescherte Exponentialfunktion eines Transistors 
Ip = {(Unpp) spezialisiert und die Formeln fiir verschiedene Verzerrungsarten werden angegeben. 
Es zeigt sich — wie auch bei Elektronenréhren —, daf die wichtigsten Verzerrungen sehr eng 
miteinander verkniipft sind. Diese Verzerrungen verschwinden aber im Gegensatz zur Elektronen- 
rdhre in einem Arbeitspunkt. Der Einflu8 des Basiswiderstandes und des Generatorinnenwider- 
standes auf die Lage dieser Nullstelle und die Frequenzabhangigkeit der Verzerrungen werden 
diskutiert. 

Zur Verringerung der Kreuzmodulation in einem Hochfrequenzverstarker mit Transistoren 
werden zwei Méglichkeiten beschrieben, nach denen diese Verzerrungen fir einen festen oder 
variablen Arbeitspunkt durch eine Vorverzerrung oder Gegenmodulation kompensiert werden. 
Dabei wird auf den unterschiedlichen Einflu8 eines Widerstandes in der Basiszuleitung und eines 
Widerstandes in der Emitterzuleitung, der nur fiir die Hochfrequenzstréme kapazitiv tiberbriickt 
ist, hingewiesen. 

A nonlinear transfer characteristic is approached by the first terms of a Taylor expansion and 
the distorted output voltage is calculated for a suitably chosen input voltage. This general deriva- 
tion is specialized for the skewed transistor exponential function Jp = / (Upp) and the equations 
for several distorted output voltages are stated. It is shown that (in the same way as in tubes) the 
important distortions are very closely interrelated, but, unlike the tubes, these distortions dis- 
appear at a special working point. The influence of the base resistance and the internal resistance 
of the generator is discussed with respect of the appearance of this zero and the frequency de- 
pendence of the distortions. 

To reduce cross modulation in a transistorized RF amplifier two possibilities are described to 
compensate for these distortions for a fixed or variable working point by means of predistortion or 
push-pull modulation. The different influence of a resistance in the base lead or of a resistance in 
the emitter lead that is by-passed capacitively for RF signals only is here pointed out. 


1. Entstehung von Oberwellen Es bedeuten: 
und Kombinationsfrequenzen df 


Von einem Verstarkerelement wird im allgemeinen ie ae die Steilheit den Anbstsicema tae 

gefordert, daB die AusgangsgréBen eine méglichst “<** im Arbeitspunkt (dynamische 
lineare Funktion der EKingangsgréBen sind. Ohne die Steilheit), 
Ursachen der Nichtlinearitaét zu kennen, ist es még- fo dt 
lich, eine solche Ubertragungsfunktion durch die du? v=; 
ersten Glieder einer Taylor-Reihe anzunahern und dB 
damit die nichtlinearen Verzerrungen zu studieren  f’"” = =o die dritte Ableitung der Arbeits- 
[1], (21, (3), [4]. “lu=Uo ennlinie im Arbeitspunkt. 

Der Strom 7, im Ausgangskreis ist eine Funktion Tea AnaeVapeerk : ‘ 
der Summenspannung upg am Eingang des Ver- ingang des Verstarkerelementes liege eine 


stérkerelementes. Die Summenspannung setzt sich SUM grspancune a § aCe areas 
aus einer Wechselspannung w_ und der Vorspan- Wechselspannung mit der Amplitude Uy und der 
nung Up zur Einstellung des Arbeitspunktes zu- Kreisfrequenz @ , einer Wechselspannung mit der 


die zweite Ableitung der Arbeits- 
kennlinie im Arbeitspunkt, 


sammen: Kreisfrequenz wz: und der Amplitude Oo, die mit 

ia = f(u) =f (Uo + up). (1) dem Modulationsgrad m und der Niederfrequenz wp 

Diese Funktion lift sich in der Umgebung des amplitudenmoduliert ist, und einer Gleichspan- 
Arbeitspunktes Uo in eine Taylor-Reihe entwickeln: mung Uo: - 

: I 1 ry up = Up+ Ui cos at + 

“= ie = A 

A ao + 7 (Uo) (wz — Uo) + + U2(1 + mcos wnt) cos wet. 8) 

1 Zunachst soll unabhangi i i 

ay dete ac. gig von einer speziellen 

as 21 f'' (Uo) (um — Uo)? + (2) Kennlinie allgemein untersucht eRe at welche 

; Schwingungen im Ausgangsstrom auftreten. Dazu 

ae cH tf’ (Uo) (uz — Up)B +++. bendtigt man im wesentlichen die bekannten Be- 


ziehungen 


, 
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9 1 
cos*% = 5 (1 + cos2«), (4) 
cos8 x — 1 (cos 3a + 3 
hi COS &) , (5) 
1 
cos x cos B = 33 [cos (a + B) + cos (« — f)]. (6) 


Die beiden ersten Gleichungen (4) und (5) zeigen, da® die P i 
ung gen, otenzen gerader Ordnung geradzahlige 
; Oberwellen und zeitunabhangige Glieder, Anteile zum Gleichstrom, und die Potenzen ane: Ord. 


nung ungeradzahlige Oberwellen ergeben. 


Das Ergebnis dieser Rechnung ist in Gl. (7a—n) zusammengestellt : 


ta = Tao 


(7a), (7b) 
. re Be m2 5 ¢ 
+ cos ost $5 s+ 8214 ; 42m cos ont + cos 20n4)|} 01+ (7c) 
Pee be PhS U3 3m? m2 
+ cos wot U4 = pes 
: fi r a ky 2(1 + mcos @nt) (1+ 2 + 3m(14 + ) 08 ome + 
_ 3m m3 ‘A vy) 
ee cos 2ant +“ e083 ont) (1 + m cos w@yt) Ug + 
Me 
| ri a (7e) 
"G2 2 2 
+ cos 2 wet j (14 2 4 2mcosint-+~ cos2 en! ot. (7f) 
y ar 2 2 
fous 
a cos 3.01 (SO + (7g) 
(7h) 
; 3m? m2 3 m2 m3 UA 
— cos 3.311 +33 + 3m(1 +" )eos ont + 5 Cos 2 Wnt + —- C083 wnt Ei sie” 
-+- cos wt cos wet (1 + m cos Wnt) f” bebe ae (71) 
m2 m2 hee x Ao 
+ cos wt cos 2 wet 1 + — + 2m c08 Wnt + —- C08 2 ont Ti U,Ue+ (7k) 
+ cos 2 wt cos wet (1 + mcos wnt) - Viva (71) 
vy tye 
+ eosent(! - :) 4 (7m) 
272 
yA Us 
ae cos 2ont( 172) (7n) 


Aus Gl. (7) ist die Vielzahl der im Ausgangsstrom 
vorhandenen Komponenten ersichtlich. Der durch 
die Wahl des Arbeitspunktes eingestellte Gleich- 
strom (7a) wird bei endlicher Wechselspannung 
durch den entstehenden Richtstrom, (7b), ver- 
andert. 

Die Glieder (7c) und (7d) geben die GréBe der 
Grundwellenstréme an. Die Amplituden dieser 
Grundwellen sind fiir kleine Werte U; und U2 pro- 
portional dem Koeffizienten f’, d. h. der Arbeits- 
steilheit. Bei gr6Beren Werten von U; und U2 han- 
gen sie auBerdem noch von den Koeffizienten der 


- 
i. Stas reat 


Reihenglieder mit ungeradzahligen Exponenten, 
d. h. von f’”” usw., ab. 

Die Glieder (7e) bis (7h) zeigen, daB aufer den 
Grundwellen noch Oberwellen entstehen, und zwar 
geradzahlige Harmonische bei endlichen Werten der 
Koeffizienten von Reihengliedern mit geradzahligen 
Exponenten, ungeradzahlige Harmonische bei end- 
lichen Werten der Koeffizienten von Reihengliedern 
mit ungeradzahligen Exponenten. 

AuBer diesen Harmonischen enthalt der Aus- 
gangsstrom als neue, in der Hingangsspannung nicht 
vorhandene Frequenzen eine grofe Anzahl von 
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Kombinationsfrequenzen, sie sind in (7i) bis (71) 
aufgezeigt und kénnen mit GI. (6) weiter umgeformt 
werden. 

Die Glieder (7m) und (7n) zeigen, da im Aus- 
gangsstrom auch die niederfrequente Schwingung 
mit ihren Oberwellen auftritt. Ihre Amplituden 
hangen von endlichen Werten der Koeffizienten von 
Reihengliedern mit geradzahligen Exponenten ab, 
d.h. von /’’ usw. Da diese Schwingungen wie auch 
der Richtstrom nach (7b) von den selben Reihen- 
gliedern verursacht werden, kann man die Glieder 
(7m) und (7n) als einen niederfrequenten Anteil des 
Richtstromes auffassen. 


2. Steuerkennlinien des Transistors 
und deren erste Ableitungen 


Es sollen in dieser Arbeit nur die Verzerrungs- 
eigenschaften des Transistors in Emitterschaltung 
untersucht werden, der — ahnlich wie der Kathoden- 
basisschaltung in Rohrenverstarkern — die groBte 
Bedeutung zukommt. Dabei interessiert insbeson- 
dere fiir die Dimensionierung der Hochfrequenz- 
verstarker die Abhangigkeit der Verzerrungen vom 
Arbeitspunkt und vom Innenwiderstand der Span- 
nungsquelle. Bei Réhrenverstarkern spielt der Quell- 
widerstand oftmals keine Rolle, wenn die ftir die 
Gittersteuerung einer Rohre erforderliche Leistung 
vernachlassigt werden kann. 


Bild 1. Zur Bezeichnung der Str6éme und Spannungen. 


Bei ausgangsseitigem KurzschluB des Transistors 
(Ra = 0 in Bild 1) sind die Verzerrungen von zwei 
Faktoren bestimmt: von der Nichtlinearitat des 
Kurzschlu8-EKingangswiderstandes und von der 
Nichtlinearitat der Kurzschlu8-Stromverstarkung. 

In Bild 2 ist eine gebrauchliche Transistor-Ersatz- 
schaltung [5], [6], [7] aufgezeichnet. Wegen des er- 
wahnten, ausgangsseitigen Kurzschlusses entstehen 
keine Riickwirkungen vom Ausgang auf den Ein- 
gang, so daB nur die dick eingetragenen Elemente 
fiir diese Untersuchungen zu beriicksichtigen sind. 
Zur Berechnung der nichtlinearen Verzerrungen im 
Niederfrequenzbereich kann auch die Diffusions- 


Bild 2. pase ipsoupliang des Transistors in Emitterschal- 
ung. 
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kapazitat Op unberiicksichtigt bleiben, sie ist jedoch 
bei héheren Frequenzen sehr zu beachten. Diese 
Diffusionskapazitat vergréBert fiir die Hoch- 
frequenzspannungen den Eingangsleitwert und ver- 
kleinert zugleich das wirksame Steuersignal an dem 
inneren BasisanschluB B*. Emitterleitwert Gp und 
Diffusionskapazitat Cp hangen vom Arbeitspunkt 
des Transistors ab [8], [9]. 

Bei niedrigen Frequenzen besteht nach dem 
Boltzmannschen Gesetz zwischen der Spannung Upp 
an der Emittersperrschicht und dem Basisstrom Ip 
naherungsweise ein exponentieller Zusammenhang 
[LOL GEE: 

Ip = Ip exp (Ugp/U7) (8) 
mit 
Igy == 1h fiir Ure. OF 
Uy = kT /e ,,Temperaturspannung* 
(Up = 25,74 mV ~ 26mV bei 23°C), (9) 
k Boltzmannsche Konstante , 
T absolute Temperatur , 


e Elementarladung . 


Die Spannung Ugp am auBeren BasisanschluB 
mu8 beim wirklichen Transistor um den Spannungs- 
abfall Jp Ry am Basiswiderstand Rp groBer sein 
als Up, so daB das Gesetz in der Form 


Ozp = 2) 


= (10) 


ip Toexp 
zu schreiben ist. Die urspriingliche Exponential- 
funktion ist um den Spannungsabfall Jp Rp ge- 
schert [12], [13]. Diese Scherung bewirkt eine 
Linearisierung der Kurve (Bild 3), die ,,relative‘ 
Krimmung wird vom Arbeitspunkt abhangig und 
nimmt mit zunehmendem Basisstrom ab, was bei 
der reinen Exponentialfunktion nicht der Fall ist. 
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Bild 3. Die Ip-Upp-Kennlinie; Ugo = 5 V; 
urspringliche Kurve, 
— — — gescherte Kurve. 


_Der Basisstrom I, steuert den im Ausgangskreis 
flieBenden Collectorstrom I¢ ebenfalls nach einem 
nichtlinearen Zusammenhang. Der Stromverstir- 


"4 
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kungsfaktor 6 = dIc¢/d7g hangt naimlich vom Ar- 
beitspunkt ab und hat einen maximalen Wert, der 
etwa bei einem Emitterstrom J, zwischen 0,6 und 
2 mA liegt [14]. 

Im Rahmen dieser Arbeit soll nicht weiter auf die 
Veranderlichkeit von 6 eingegangen werden, viel- 
mehr wird angenommen, da8 f zwar fiir jeden Ar- 
beitspunkt einen anderen Wert haben, fiir den klei- 
nen Aussteuerungsbereich um den Arbeitspunkt 
aber naherungsweise als konstant angesehen werden 
kann. Es gilt dann 


Uns — Ip Rp’ 


In ~ To ~ In= Ioexp| U ). (11) 
Ak 


Unc = const. 


Zur Bildung der ersten Ableitungen nach der 
Basisspannung Ugg wird Gl. (11) umgeschrieben 


[15]: 
aan 
We a Ur >. nS f (13) 
ae See (Ur ee ie (14) 
wie otra ee 


In den Gl. (13), (14) und (15) ist fiir Jp der Aus- 
druck (10) einzusetzen. 

Bei Beriicksichtigung des Generatorinnenwider- 
standes R; (Bild 1) erhalt man statt Gl. (10) 
U — Ip(hi + Rp) 

Ur i 


Ip = Ip exp (16) 

Die Berechnungen werden fir den Fall Ri = 0 
durchgefiihrt, weil die Gleichungen iibersichtlicher 
sind. Bei Beriicksichtigung eines endlichen Gene- 
ratorinnenwiderstandes ist in den jeweiligen Glei- 
chungen Rg durch die Summe Rj + Rpg und Ugg 
durch U zu ersetzen, Bild 1. 


3. Berechnung der harmonischen Verzerrungen eines 
Transistors in Emitterschaltung 


Zur Berechnung der harmonischen Verzerrungen 
werde der Transistor um den eingestellten Arbeits- 
punkt mit einer Wechselspannung ausgesteuert: 


Upp = Up + 1 cos wit. (17) 

Gl. (17) ist als Spezialfall (C2 — 0) in der allge- 
meinen Gl. (3) enthalten. In dem Collectorstrom ic 
interessieren nur zeitabhangige Glieder, sie k6nnen 
aus Gl. (7) entnommen werden: 


me vt Ge 
ic = PU, (i a os cos wt + 
(18) 
"Gy Ls 6 he 
+(! r cos Bont + (fa ‘Jeoss.oxt] 


Stee oes een 
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Der Proportionalitatsfaktor P berticksichtigt die 
Steilheit. 

Die relativen harmonischen Verzerrungen, defi- 
niert als die Amplitudenverhaltnisse der entspre- 
chenden Oberwelle zur Grundwelle, sind naherungs- 
weise gleich den entsprechenden Klirrfaktoren: 


piso. Ui he (19) 

Ay (i+ fu Ge Ce : 
8 

= ifs Uy ab. mw ks (20) 

of at wer -= 


Vernachlassigt man in diesen beiden Gl. (19) und 


(20) das Glied f’”’ Ui/8 gegentiber /’, so erhalt man 
mit den Gl. (13), (14) und (15) 


As uae 

— — wk 4 21 
Age 4{U ply Raji nee ey 
A Uc Uginl t=. Teka 
ay ee |Ur BRz| pahee (2) 


Ay (Uy + Ip Rp)4 


Beriicksichtigt man den Generatorinnenwider- 
stand #; nach Gl. (16), dann sind die GI. (21) und 
(22) zu schreiben: 


24 


wy U.U 

Bes coe wke, (23) 
A, 4[Uy+ (Rj + Rpg) Ip)? 
As _ Uj Uy | |Ur—2(Ri+ Be) vol ask (24) 
A, oes Ua (hie Ral ines 


Die relativen harmonischen Verzerrungen zweiter 
Ordnung im Niederfrequenzbereich wurden von 
Meyer-Brorz und FELLE [13] ausfiihrlich behan- 
delt. Infolge der Scherung der Exponentialkenn- 
linie, die durch einen endlichen Generatorinnen- 
widerstand noch vergroBert wird, nehmen die rela- 
tiven harmonischen Verzerrungen zweiter Ordnung 
mit wachsendem Basis- bzw. Emitterstrom ab. In 
Hochfrequenzverstarkerstufen ist auferdem die 
arbeitspunktabhangige Teilung der Signalspannung 
zwischen dem Basiswiderstand und der Parallel- 
schaltung aus Emitterleitwert und Diffusionskapa- 
zitat (Bild 2) zu berticksichtigen. 

Der Ausdruck fiir die relativen harmonischen Ver- 
zerrungen dritter Ordnung wird im Abschnitt 6 dis- 
kutiert. 


4. Verzerrung der Modulation 
und Anderung des Modulationsgrades 


In einem selektiven Hochfrequenzverstarker mit 
einer amplitudenmodulierten Schwingung als Kin- 
gangsspannung, 


Upp = Uo + U2(1 + M COS Wyt) COS Wet, (25) 
werden infolge der nichtlinearen Kennlinie des Ver- 


starkerelementes die Modulation verzerrt und der 
Modulationsgrad geandert. Gl. (25) ist ebenfalls als 


Spezialfall (O; = 0) in Gl. (3) enthalten. Aus der 
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allgemeinen Ableitung (7) folgen die zeitabhangigen 
Glieder des Collectorstromes ic mit der Kreis- 
frequenz We: 


ape 
Hee z 8(1-+ m cos wnt) (26) 
2 2) 
% eee +3m (1+ 77) 008 ont + 


a 


m3 
aa = cos 2 @yt + aie 


i 


<x (1 + m cos Wnt) cos Mat 


bzw. nach einer kleinen Umformung 


RBee 1 3m 
i} 8 9 


ig Posy 


x 


, 3 ap eo m2 
+|f+gr’ O34) an 


33 2 A9 
< M COS Wnt + 16 tm U3 cos 2 mnt + 
a Be es m Uz cos3 age COS Wet. 
3) a | 


Der Proportionalitatsfaktor P beriicksichtigt wie- 
der die Steilheit. 

Die relativen Harmonischen der Modulation wer- 
den durch die Definitionsgleichung 


Fyfe Amplitude der Modulation mit der Kreisfrequenz n wp 
N ~~ Amplitude der Modulation mit der Kreisfrequenz op 


beschrieben. ‘ 
Fiir kleine Signalamplituden Uy, erhalt man die 
Naherungen 


Fake 3 |Uy—2IpRp| 
GS ieee 
a0 1 Uy — 2IpRz| 
- 32 (Ur+ Ips)! 
Der neue Modulationsgrad der niederfrequenten 
Modulationsschwingung wy sei M, er folgt aus 
Gl. (27) zu 
3 [Up —2Ipkp| 
' 8 (Ur + Ip Rp)! 
1 |Uy — 2 Ip Rpz| int 3m? 
' 8 (Ur + Ip Rp)4 Oe Ua le, | (30) 
Fir die relative Anderung des Modulationsgrades 
erhalt man 
he 
er 


Ne} 


m Up 0: 


b 


Anes) 


ds 


m UUs. (29) 


He 2 
Uab3(1 cre 
M= . 


m. 


1 (Cree? Tate 
4 (U7 + Ip Rp)4 


1 |Uy — 2IpRpz| ~ 9? 3m? 
[Ps Soa UUs) Lee = 
8 (Up + IpRpt 7 3 5 


Fir kleine Signalamplituden und kleine Modula- 
tionsgrade lat sich Gl. (31) vereinfachen zu 


M—m_1|Uy—2IpRsl 
m 4 (Uy + Ip Rp) 


tes eu) 


Up| 1 — 
“(1-3 


UpO3. (32) 
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Beriicksichtigt man den Generatorinnenwider- 
stand R; nach Gl. (16), dann lauten die Gl. (28), (29) 
und (32) 


3 |U r—2(Ri + Rx) In| mUnO2, (33) 


sera sy. Wl geeiole a eet viey 
1 |Up—2(Ri+Rs)Is| 27, pe 
= U7 Ug, (34 
ds 32 [Ur + (Ri + Rg) Is]* sa See 
M—m 1 |Uy—2(Ri + Bz) Is! 


BEAUES. (35) 


m 4 [Up+(Ri + Rg) Ip]4 
Die Ausdriicke fiir die relativen Harmonischen der 
Modulation und der relativen Anderung des Mo- 
dulationsgrades werden im Abschnitt 6 diskutiert. 


5. Berechnung der Kreuzmodulation 
eines Transistors in Emitterschaltung 


Zur Berechnung der Kreuzmodulation wird zwi- 
schen Emitter und Basis die Wechselspannung 


UBB = Uo + Ux cos ont + 


i (36) 
+ Ug(1 + mgcos wns ft) cos wst 


angelegt und nur der Frequenzbereich um wy/27 
betrachtet. Gl. (36) mit den neuen Bezeichnungen 
0. wn und wy fiir das unmodulierte Nutzsignal und 
Us, ms, Ong und ws fiir das amplitudenmodulierte 
Storsignal entspricht der Gl. (3). Aus Gl. (7) ist der 
interessierende Anteil des Collectorwechselstromes 
ig zu entnehmen: 


ee 8 a ar ies co eee ms 
fom POs|f + 4 =5 ~~ Us Ly as 


+ 2mg cos Wnst + = cos 2 onst)| cos ant. (37) 


Der Proportionalitatsfaktor P beriicksichtigt wieder 
die Steilheit. 
In G1. (37) kénnen die Glieder 


VE Ue oy: mz 
4: | 7a Oo 
gegen f’ vernachlassigt werden und die Oberwelle 


der Modulationsfrequenz soll unberiicksichtigt blei- 


ben. Damit folgt nach einer Umformung aus 
Gl. (37): 


; x , 1 es Ao (38) 
te =f Ug py i + 3 7 ms O8c0s onst) COs Ont. 


Der Kreuzmodulationsgrad m, ist Gl. (38) zu ent- 
nehmen: 


Mm; = 


(39) 


und kann mit den Gl. (13) und (15) umgeschrieben 
werden: 


Rea hihiy lions 
2 (U7+ Ip Rpt 


Gl. (40) kann in dem Bereich J, Rp/Uy< 1 in eine 
Potenzreihe entwickelt werden [15], [16]: 


Mi 


mgUxUs. (40) 
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Ur C;, 


Bei Empfangerréhren ist es gebriauchlich, die 
Kreuzmodulationseigenschaften durch die Abhan- 
gigkeit der effektiven Stérspannung Ug fiir 1% 
Kreuzmodulation vom Arbeitspunkt darzustellen. 
Fir einen Transistor erhalt man aus Gl. (40) die 
analoge Beziehung 


jee 0,1 (Up+ Ip Rp)? 
VmsUr V| Ur—2Ipkp is 
Gl. (42) kann in dem Bereich 2/3 Rp/Uy < 1 eben- 
falls in eine Potenzreihe entwickelt werden: 


(42) 


U. 
Us x 0,1 = x 
) ms (43) 
/ TR. 2 2 3 p3 
S20 ee eas ee B | 9 Jp Ep re 13 Iz RB ts 
Ur 2 Ue a ae bee 


Beriicksichtigt man den Generatorinnenwiderstand 
R, nach Gl. (16), dann sind auch hier die Gl. (40) 
und (42) in der Form 

1 |Uyp — 2(R; + Rp) Tp\ 
2 [Ur+ (fi+ Rp) Is} 
— 0. [Ur+ (i+ Bz) Isl? 

VmsUr)| Ur—2(Ri + Rs) In| 
zu schreiben. 

Die Formeln fiir die Kreuzmodulation werden im 
Abschnitt 6 ausfiihrlich diskutiert. 

Die Diffusionskapazitat Cp (Bild 2) hangt vom 
Arbeitspunkt (Emitterstrom) des Transistors ab 
und liefert deshalb ebenso wie der Emitterleitwert 
einen Beitrag zur Kreuzmodulation. AkGtn und 
Srrutt [17] haben gezeigt, daB durch die unter- 


schiedliche Phasenlage der beiden Komponenten 
— verursacht durch die Nichtlinearitat des Emitter- 


mg Uy Ug, (44) 


my = 


7 


‘Ss 


leitwertes und der Diffusionskapazitat — in der 


komplexen Ebene [18] der Vektor der kreuzmodu- 
lierten niederfrequenten Schwingung nicht in die 
Richtung des Vektors der Tragerschwingung fallt, 
Bild 4. Eine Zerlegung des resultierenden Vektors 
(S) der kreuzmodulierten Niederfrequenzschwin- 
gung in eine Komponente (S;) in und eine Kom- 
ponente (Sy) senkrecht zur Richtung des Trager- 
vektors (Uy) ergibt, daB das im Transistor kreuz- 
modulierte Nutzsignal amplituden- und phasen- 
bzw. frequenzmoduliert ist. — Allgemein erhalt man 
als Kreuzmodulation in einem nichtlinearen Zwei- 
pol, der aus einem ohmschen und einem reaktiven 
Element besteht, sowohl eine Amplituden- als auch 
eine Phasenmodulation des gewiinschten Signals. 
— In dieser Arbeit wird nur der amplituden- 
modulierte Anteil der Kreuzmodulation untersucht. 
Die Diffusionskapazitét wird bei der Ermittlung 
des wirksamen Steuersignals am inneren Basis- 
anschlu8 B* beriicksichtigt (vgl. Abschnitte 2 und 6). 
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Bild 4. Vektordiagramm der in einem nichtlinearen Zwei- 
pol (ohmsches und reaktives Element) entstehenden 
kreuzmodulierten Schwingung fiir den Zeitpunkt 
t= 0; Uy Amplitude des Tragers wy. U;/2 Am- 
plitude der Modulationsfrequenz @ns, S Summen- 
vektor der rotierenden Modulationsvektoren U,/2, 
S; zum Trager tangentiale Komponente von S, Sy 
zum Trager senkrechte Komponente von S. 


6. Diskussion der theoretischen Ergebnisse 
am Beispiel der Kreuzmodulation 


Ein Vergleich der Formeln fiir die einzelnen Ver- 
zerrungen, Gl. (22), (28), (29), (32) und (40), zeigt, 
dafi diese Verzerrungen sehr eng miteinander ver- 
kniipft sind. Es geniigt, eine dieser Verzerrungen zu 
messen, die anderen lassen sich dann mit Hilfe der 
entsprechenden Formeln aus dieser einen gemesse- 
nen ausrechnen. Dieses Ergebnis ist analog zu jenem 
bei der Elektronenréhre. In den Formeln fiir die 
Verzerrungen kommen auBer der Signalspannung, 
dem Basisstrom, dem Basiswiderstand, dem Gene- 
ratorinnenwiderstand und der Temperatur nur 
Naturkonstanten vor (vgl. Gl. (9)). Bei bekanntem 
Basiswiderstand wird man demnach wertmaBig ftir 
einen p-n-p- oder n-p-n-Germanium- oder Silizium- 
Transistor immer das gleiche Resultat erhalten, 
vorausgesetzt, das die Bedingungen, die diesen 
Rechnungen zugrunde lagen, erfiillt sind. 

Bei Vernachlassigung des Basiswiderstandes Rp 
oder bei kleinen Basis- bzw. Emitterstromen, d. h. 
bei einer reinen Exponentialfunktion, Gl. (8), als 


Steuerkennlinie, werden diese Gl. (22), (28), (29) 
(32) und (40) sehr einfach : 
As _ 1 Uh ue) 
Ay 24. Ue ‘ 
nh this 
_— 47 
de = 75 ae,” (47) 
[epee 
dz = —~ m2 — 48 
LB aa # (48) 
Meek Oe (49) 
th, SA ye 
lig Sean ag 
My =—~mMsg — . (50) 
eR CG RS 


Sie stimmen mit den entsprechenden Ausdriicken 
in [15], [16] und [19] tiberein. 

In Bild 5 ist fir Rp = 104 Q, Up = 26 mV und 
mg = 100% die nach Gl. (42) errechnete Stor- 
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spannung fiir 1% Kreuzmodulation aufgetragen. 
Fur sehr kleine Stréme hat diese Storspannung 
nach GI. (50) den Wert 0,1 Uy, mit wachsendem 
Basisstrom steigt sie erst langsam, dann immer 
schneller an. In dem Arbeitspunkt (Basisstrom) 


Io = Un/2 Rz (51) 
hat diese Funktion nach Gl. (42) eine Polstelle, d.h., 


es treten keine Verzerrungen 3. Ordnung auf, die 
3. Ableitung GI. (15) wechselt ihr Vorzeichen. 


+ H 
| / | 
ar | 
A | 
7 
>4 —+ 
L 
ie peels! SSS 
4 6 102 2 4 6 13uA 
IL 


Bild 5. Errechneter Verlauf der Stérspannung fiir 1% 
Kreuzmodulation in Abhangigkeit vom Basisstrom; 
Rp = 1040, Up = 26 mV, mg = 100%. 


Dieses Auftreten einer Pol- bzw. Nullstelle nach 
Gl. (42) bzw. (40) hat der Verfasser in [15] dis- 
kutiert, es wurde unabhangig davon erstmals von 
Axetn und Strutt [20] als experimentelles Ergeb- 
nis veroffentlicht. 

Nach Durchlaufen der Polstelle fallt die Funktion 
zwar wieder auf ungefahr Ug = 10 bis 11 mV ab, 
steigt aber mit wachsendem Basisstrom erneut sehr 
schnell an, weil im Zahler der Gl. (42) das Produkt 
Jpg Rg immer weiter anwachst. Die Polstelle der 
Storspannungsfunktion bzw. Nullstelle im Kreuz- 
modulationsgrad ist dadurch zu erklaren, da8 in- 
folge der Scherung (Bild 3) die erste Ableitung der 
Aussteuerkennlinie, die Steilheitsfunktion, einen 
Wendepunkt hat und in diesem Punkt die dritte 
Ableitung der Aussteuerkennlinie verschwindet [16]. 

In eigenen Messungen an den _ Legierungs- 
transistoren OC612 und OC613 (Nachfolgetype: 
AF 101) wurde die Stérspannung fiir 1° Kreuz- 
modulation nur bis zu einem Wert kleiner 7 mV er- 
mittelt, um Fehler durch Ubersteuerungen auszu- 
schlieBen. Nach Gl. (22) und (40) ist fiir ms = 100 % 


My = 12k3. (52) 


Da zur Ableitung der Gl. (22) fiir die Frequenz 
keine Annahme gemacht wurde, kann die Funktion 
der Stérspannung fiir 1% Kreuzmodulation fiir ver- 
schiedene Arbeitspunkte (Emitterstréme) auch aus 
dem im Niederfrequenzbereich gemessenen Klirr- 
faktor dritter Ordnung nach Gl. (52) berechnet 
werden [16]. Die aus dem bei 1 kHz gemessenen 
Klirrfaktor k3 berechnete Stérspannung ist mit der 
nach Gl. (42) berechneten Stérspannung fiir zwei 
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verschiedene Transistoren in den Bildern 6 und 7 
verglichen. Ein Vergleich der Bilder 6 und 7 unter- 
einander laBt den Hinflu8 des Generatorinnenwider- 
standes R; nach Gl. (45) bzw. (44) erkennen. Bei 
gleichem Kurvencharakter erscheint die Funktion 
unter Beriicksichtigung eines endlichen Generator- 
innenwiderstandes in der Abszisse ahnlich ver- 
kleinert. Die absolute GroBe des zweiten Minimums 
in der Stérspannungsfunktion, Gl. (45), bzw. des 
zweiten Maximums in der Funktion des Kreuz- 
modulationsgrades, Gl. (44), bei gréBeren Emitter- 
strémen werden vom Generatorinnenwiderstand 
nicht beeinfluBt. Diese Uberlegungen werden durch 
die MeBergebnisse von AKeUN und Srrutt [20] be- 
statigt. 


1 2 Bey Os 4 6 1%yA 2 
Te — . 

Bild 6. Vergleich der hochfrequent gemessenen und der 
niederfrequent gemessenen sowie der berechneten 
effektiven Storspannung fiir 1% Kreuzmodulation. 
R; = 6 Q (Spannungssteuerung), Ugo = 6 V; 
—-—(HF) gemessen Uy = ImV: 470 kHz, 

my = 0, Ug: 420 kHz, mg = 100%, 

(NF) gemessen, fn = 1000 Hz, 

— — — berechnet. 


(ee Lar ema en? aac 


105A 2 
Bild 7. Wie Bild 6, fiir Rj = 1kQ. 


Fiir die Verzerrungen eines Transistors bei hdhe- 
ren Frequenzen (z. B. im Mittelwellenbereich) ist die 
Signalspannung am inneren BasisanschluB8 B* 
(Bild 2) maBgebend. Das Hochfrequenzsignal (Nutz- 
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und Stérspannung) am auBeren BasisanschluB B ist 
wegen der frequenz- und arbeitspunktabhangigen 
Spannungsteilung zwischen Basiswiderstand und 
der Parallelschaltung aus Emitterleitwert und Dif- 
fusionskapazitét nur zu einem Teil an der eigent- 
lichen Steuerstrecke (B*E) wirksam. Deshalb ist, 
auf gleiches effektives Steuersignal an B* E bezogen, 
die am auf eren Basisanschlu8 angelegte Spannung 
um so gréBer, je héher die Frequenz ist. In den 
Bildern 6und 7 sind zusatzlich die im Hochfrequenz- 
bereich gemessenen Kurven eingetragen. Bei sehr 
kleinen Emitterstrémen fallen diese Kurven prak- 
tisch mit den aus dem niederfrequent gemessenen 
Klirrfaktor k3 ermittelten und den nach GI. (42) er- 
rechneten zusammen, steigen jedoch mit wachsen- 
dem Emitterstrom friiher an. Dieses Ergebnis wird 
auch durch Bild 8 bestatigt. Hier ist die Stérspan- 
nung fiir 1° Kreuzmodulation in Abhangigkeit von 
der Frequenz des Stérsenders fiir drei Arbeitspunkte 
(Emitterstr6me) aufgetragen. Bei kleinen Emitter- 
stromen ist diese Stérspannung kaum frequenzab- 
hangig, bei groBeren Emitterstrémen steigt sie mit 
der Frequenz des Stérsenders an, weil ebenfalls mit 
dem Emitterstrom die Diffusionskapazitaét und der 
Emitterleitwert ansteigen. 


hy 
I alntee Pe, 


Bild 8. Effektive Stérspannung fiir 19% Kreuzmodulation 
in Abhangigkeit von der Frequenz des Stérsenders; 
Unc =6V, Spannungssteuerung, Uy = 1 mV: 
470 kHz, my = 0; mg = 100%; 

OC 613, ff = 8,2 MHz, 


— -— 0C 612, ff = 6,4 MHz. 


Bei einem Vergleich der Bilder 6 und 7 ist auch 
aus den hochfrequenten MeBergebnissen der Ein- 
fluB des Generatorinnenwiderstandes nach Gl. (45) 
bzw. (44) deutlich zu erkennen; je nach der Grobe 
des Generatorinnenwiderstandes steigen die Kurven 
wegen der erwihnten Spannungsteilung schon bei 
kleineren Emitterstrémen starker an als die nieder- 


frequent ermittelten Kurven. 
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Der Widerstand Rx der Basisschicht erweist sich 
in diesem Zusammenhang als giinstig, denn er 
linearisiert bei gréBeren Emitterstrémen die Aus- 
steuerkennlinie und vermindert damit die Ver- 
zerrungen. Allerdings setzt er zugleich die Hoch- 
frequenzverstaérkung herab. 

AxkGutn und Srrurt [20] haben bei ihren Messun- 
gen die Abhangigkeit des Kreuzmodulationsgrades 
vom Arbeitspunkt bei konstanter Amplitude des 
Stérsenders bestimmt und daraus die Stérspannung 
fiir 1° Kreuzmodulation als Funktion des Arbeits- 
punktes errechnet. Auf diesem Wege konnte der 
Funktionsverlauf bei gréBeren Stérspannungs- 
amplituden ebenso wie die Polstelle ermittelt 
werden. In Bild 9 ist eine von diesen Verfassern 
gemessene Kurve zum Vergleich mit der theoreti- 
schen Kurve nach Gl. (42) aufgetragen. Beide 
Funktionen zeigen den gleichen Charakter, die Ab- 
weichungen in der Ordinate sind in der erwahnten 
Spannungsteilung zwischen Basiswiderstand und 
der Parallelschaltung aus Diffusionskapazitaét und 
Emitterleitwert begrtindet. 


SS 
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Bild 9. Effektive Storspannung fiir 19% Kreuzmodulation 
in Abhangigkeit vom Emitterstrom, — -— -— von 
AxkGUn und Srrurtr [20] gemessen, — — — nach 
Gl. (42) berechnet; Unpc=3V; Un=5mV: 
455 kHz, my = 0; Us: 500 kHz, mg = 100%. 


Nach GI. (44) bzw. (45) ist zu erwarten, daB fir 
sehr groBe Generatorinnenwiderstande (Strom- 
steuerung) und bei nicht zu kleinen Emitterstromen 
im interessierenden Arbeitsbereich praktisch keine 
Kreuzmodulation auftritt. Dieses Ergebnis konnte 
auch experimentell bestatigt werden [15]. 


7. Verminderung der Kreuzmodulation 
durch eine Gegenmodulation 


Nach den vorliegenden Untersuchungen ver- 
ursachen schon wenige Millivolt einer 100°% modu- 
lierten effektiven Stérspannung in einem ‘Transistor 
eine Kreuzmodulation von 1%, wahrend bei Hlek- 
tronenrodhren dieser Wert im allgemeinen um zwei 
Zehner-Potenzen hédher liegt. Wegen des relativ 
niedrigen Eingangswiderstandes in Emitterschal- 
tung liegt die Basis an einer Anzapfung desSchwing- 
kreises. Beriicksichtigt man diese Spannungs- 
transformation bei einem Vergleich des Transistors 
mit der Elektronenréhre, so werden zwar die Ver- 
haltnisse fiir den Transistor bedeutend giinstiger ; 
er bleibt aber trotzdem empfindlicher fiir Kreuz- 
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modulation. Wenn man das vom Réhrenempfanger 
her bekannte Prinzip der Verschiebung des Arbeits- 
punktes in Gebiete geringerer Steilheit, also kleine- 
rer Strome, zur automatischen Schwundregelung 
von Transistor-Verstarkerstufen, anwenden will, 
ergibt sich die Schwierigkeit, daB der Transistor, 
wenn er das gréBere Eingangssignal verarbeiten 
mu8, zugleich empfindlicher fiir Kreuzmodulation 
wird. 


7.1. Hinflup der 
modulation 

Im folgenden wird ein Verfahren beschrieben, 
durch das die Kreuzmodulation eines gegebenen 
Transistors ohne Verschlechterung seiner Verstar- 
kungseigenschaften erheblich verkleinert werden 
kann. Es besteht in einer Gegenmodulation mit 
Hilfe des durch Gleichrichtung entstehenden Nieder- 
frequenzstromes [21], [22]. 

Aus den Gliedern (7m) und (7n) geht hervor, daf 
im Ausgangsstrom 7, der Teilstrom 


Ao 
, , fms Us 
ON == aoe 5) 


regenmodulation auf die Kreuz- 


COS Mnst + 
(53) 
he mg Us 
t 8 


enthalten ist. Dieser Anteil ist ein reiner Nieder- 
frequenzstrom, der nur die Modulationsfrequenz 
ns/27 und deren héhere Harmonische enthalt. Er 
wird durch das im Ausgangskreis des Verstéarker- 
elementes liegende Filter restlos unterdriickt, so daB 
er normalerweise ohne Wirkung bleibt. 

Zur Kompensation der Kreuzmodulation wird 
das zu empfangende Nutzsignal mit diesem Anteil 
des Ausgangsstromes moduliert. Bei dem nach 
Gl. (51) bestimmten Basisstrom tritt keine Kreuz- 
modulation auf, die Funktion der Stérspannung 
fiir 1% Kreuzmodulation hat eine Polstelle, und die 
3. Ableitung Gl. (15) wechselt ihr Vorzeichen. Die 
Kompensation in einem Bereich um den eingestell- 
ten Arbeitspunkt besteht nun darin, diese Polstelle 
in den Arbeitspunkt zu verschieben. Zu diesem 
Zweck wird entsprechend Bild 10 ein Widerstand 


cos2 Mngt +°:::: 


Bild 10. Zur Bezeichnung der Stréme und Spannungen 
unter Beriicksichtigung der Gegenmodulation. 


pz in der Emitterzuleitung vorgesehen, der durch 
einen kleinen Kondensator tiberbriickt wird, dessen 
Kapazitat einerseits gerade so groB ist, daB an dem 
Widerstand Rpz kein nennenswerter Spannungs- 
abfall durch die Hochfrequenzstréme verursacht 
wird, und der andererseits so klein ist, da® der 
Spannungsabfall durch den Niederfrequenzstrom 
nach Gl. (53) praktisch nicht geschwacht wird. Unter 
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Vernachlassigung der Oberwellen hat diese Nieder- 
frequenzspannung den Wert 


U3 = Ue cos Wnst = (54) 


= Ryrz Inns COS Onst & Ruz f Ipns COS Mngt. 


Der Widerstand Rgz liegt gleichzeitig im Basiskreis 
des Transistors; die Niederfrequenzspannung ist 
nach Bild 10 dem Eingangssignal entgegengerichtet. 
Das gesamte Steuersignal an der Basis des Tran- 
sistors setzt sich aus GI. (36) und (54) zusammen : 


upp = Uo + Ux cos wnt + (55) 


-- Us(1 + mg COS Mngt) cos wgt — Us COS Mngt . 
Gl. (55) wird in die Taylor-Reihe, Gl. (2), eingesetzt 
und fiir den Collectorstrom ic werden nur die zeit- 


abhangigen Glieder im Frequenzbereich um wy/27 
berticksichtigt : 


x 1 a (5 fms U2 — f” 0s) COS Wpst| COSMynt. 


In Gl. (56) wurden die Glieder 


fon ee 9 ma 
1 Soe eee 


gegen f’ — wie auch bei Gl. (38) — vernachlassigt. 

Der angenaherte Kreuzmodulationsgrad mg, in 

dem die Gegenmodulation beriicksichtigt ist, ist aus 

GL. (56) zu entnehmen: 

eae 

Lge oF 

Mit den Gl. (13), (14), (15), (54) und der Amplitude 

Igns bzw. Ipns des Niederfrequenzstromes nach 
Gl. (7m) wird GI. (57) umgeschrieben. Man erhalt 


I ms Uy bi . 
2 (U7; + Ip Rz)4 


(fms 03 — 2" Us)|. (57) 


pe 
(58) 

3755] 
(Uy + Ip Rp)|}|- 


Die effektive Stérspannung fiir 1° Kreuzmodula- 
tion folgt aus Gl. (58): 


x \Ur— In 2 Rp 


(59) 
Wy 0,1 (Up + Ip Rp)? 
EN ae / 7 ae EN tc 8 Puy Oe 
pian aies py Ry 2 aha 
\ T »| B+ iit) 


Bei Beriicksichtigung des Generatorinnenwider- 
standes Rj ist in Gl. (58) und (59) nach GI. (16) der 
Basiswiderstand Ry durch die Summe R; + Rp zu 
ersetzen. 

Die Gl. (51), die fiir die Polstelle der Stér- 
spannungsfunktion ohne Gegenmodulation gilt, ver- 
mittelt, da in erster Naherung im Nenner der 
GL. (59) bzw. im Zahler der Gl. (58) das Produkt 
IpRp im Bereich Jy = 0 bis Igo vernachlassigt 
werden kann: 


Ol aa eereRe 
se SS-_ 
/msUpV| Uy — Ipp Ruz| 


(60) 
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Die Polstelle, die durch den Widerstand Rypz in 
der Emitterzuleitung verschoben ist, liegt nach 
Gl. (60) etwa bei dem Basisgleichstrom 


Ipog = Ut/B Ruz. (61) 


Mit abnehmendem Emitterstrom wird nach [14] 
auch der Stromverstirkungsfaktor f kleiner, des- 
halb ist nach Gl. (61) bei einer Verschiebung der 
Polstelle zu kleineren Emitterstrémen wegen des 
Produktes 6 Rez der Widerstand Rpz mehr als um- 
gekehrt proportional zu vergréBern. Dieses Ergebnis 
wird durch das Experiment bestatigt, Bild 11. Die 
Messungen wurden der Einfachheit wegen fiir ver- 
schiedene Emitterstréme durchgefiihrt, wéhrend 
den theoretischen Uberlegungen nach Abschnitt 2 
die Nichtlinearitat des KurzschluB-Eingangswider- 
standes, d.h. der Basisstrom, zugrunde liegt. 


12 | 
mV i. 1 
4 | | 
/ \ ’ 
| / \ J se 
: eh ral es eee 
Sg / aX 0 
we Q s | - 05kQ' 
4 a ee Ser eae 
Pr ae At ene 
0, a oe 
0 


—S-< 


Bild 11. Fiir einen Transistor OC 613 gemessene effektive 
Stérspannung fiir 1% Kreuzmodulation unter Be- 
ricksichtigung der Gegenmodulation; Upc = 6 V; 
Ux =1mV: 470kHz, myn =0; Us: 420 kHz, 
ny = 100%; C3 = 10 nF, Ry = 6 


Der zweite Anstieg der Stérspannungsfunktion 
bei gréBeren Emitterstro6men ist, ebenso wie in 
Gl. (42), in dem quadratischen Anwachsen des Zah- 
lers in GI. (59) begriindet, wird also durch den 
Widerstand Rez kaum beeinfluBt. 

Ein Vergleich der Gl. (42) und (59) bzw. Gl. (40) 
und (58) zeigt, daB ein Widerstand in der Basis- 
zuleitung (Generatorinnenwiderstand) und ein 
Widerstand in der Emitterzuleitung ganz ver- 
schiedene Einfliisse in bezug auf die Kreuzmodula- 
tionseigenschaften eines Transistors austiben. Kin 
Widerstand in der Basiszuleitung komprimiert bei 
gleichem Funktionscharakter nur den Mafstab in 
der Abszisse, waihrend ein ausschlieBlich fiir die 
Hochfrequenzstréme itiberbriickter Widerstand in 
der Emitterzuleitung nur im Bereich Jp = 0 bis 
Tx die Pol- bzw. Nullstelle verschiebt, den Anstieg 
bzw. Abfall bei gréBeren Strémen aber kaum be- 
einfluBt. 

Fiir eine regelbare Hochfrequenzverstarkerstufe 
ware es sehr vorteilhaft, wenn bei der Verschiebung 
des Arbeitspunktes die Polstelle der Storspannungs- 
funktion genau mitverschoben werden kénnte, je- 
doch bereitet die Abhangigkeit des Stromverstar- 
kungsfaktors B vom Arbeitspunkt Schwierigkeiten. 
Eine in DurchlaBrichtung gepolte Diode als variabler 
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Widerstand Rpz in der Emitterzuleitung nach [22] 
verbessert entsprechend Bild 12 die Kreuzmodula- 
tionseigenschaften einer Transistor-Verstarkerstufe 
ganz betrachtlich, denn bei einem Vergleich mit 
Bild 11 erkennt man, da® fiir eine bestimmte 
Storspannung der Abstand zwischen den beiden 
Kurvenasten um die Polstelle gréBer ist. 


12 
mV Mt i ; ‘ 
/ 7 \ \ 
: /A \ ts OA 180 
i 7 F a Nae erie 
B27 rs eee 
Usy ee OA 159 
4 pee ; — 
O1U, 


(Omi ere) 2 2h a oMAOtuA 
Hf > 


Bild 12. Fiir einen Transistor OC 613 gemessene effektive 
Storspannung fiir 19% Kreuzmodulation unter Be- 
ricksichtigung der Gegenmodulation (in Durch- 
fluBrichtung gepolte Diode in der Emitterzu- 
leitung); 

Ruz = Diode OA 159 und OA 180, Une = 6 Wee 
Ux = 1 mV: 470 kHz, my = 0; Ug: 420 kHz, 
ms = 100%; C3 = 10 nF, Ai = 6 ©. 


7.2. Hinflufb der Gegenmodulation auf das amplituden- 
modulierte Nutzsignal 


Im Abschnitt 7.1 wurde eine Schaltung zur Kom- 
pensation der Kreuzmodulation durch eine Gegen- 
modulation beschrieben. In diesem Abschnitt soll 
nun untersucht werden, welchen HinfluB dieser 
Widerstand Rpz auf die Modulation des Nutzsignals 
austubt. Dazu werde die nichtlineare Kennlinie 
durch die ersten drei Glieder einer Taylor-Reihe 
(vgl. Gl. (2)) angenahert und als Steuerspannung 

upp = Up + ool ++ M COS Wy t) Cos Wot — (62) 
=) 3 COS Wn b 


angenommen. Der Collectorstrom 7¢ im Frequenz- 
bereich um 2/27 folgt ebenfalls aus der Taylor- 
Reihe Gl. (2): 


be en oC es 
ic = PT 0,(1-7 pz p Us Xx (63) 
il ae) he 
A bea 3 MCOSMyt | COS Wet. 
(eg as BUS 
4 f' EZ 2 


- Der neue Modulationsgrad mg unter Beriick- 
sichtigung der Gegenmodulation ist Gl. (63) zu ent- 
nehmen: 


1 19, Ze 
] — 5 ce Raz p Us 

i ahi Ree: 
i CLIO: EZ 2 


214, 


Zur Abschitzung der Gl. (64) kann in den Gl. (13) 
und (14) Rp vernachlassigt und $I, ungefahr Ip 
gesetzt werden: 


(65) 


Me = —mM. 


Fir kleine Nutzsignalamplituden Us und einen fiir 
den eingestellten Arbeitspunkt geeignet gewahlten 


il BS} fmt 
Widerstand Rpz ist der Ausdruck s Rrzly U5 Ue 


gegen eins zu vernachlassigen, d. h. aber nach 
Gl. (63), daB durch den nur fiir die Hochfrequenz- 
stréme iiberbriickten Widerstand in der Emitter- 
zuleitung die Modulation des Nutzsenders praktisch 
kaum beeinfluBt wird. 


8. Verminderung der Verzerrungen 
durch eine Vorverzerrung 


Die Schwundregelung bereitet in einer mit Tran- 
sistoren bestiickten Hochfrequenzverstarkerstufe 
gewisse Schwierigkeiten. Um diese Schwierigkeiten 
zu umgehen, hat Cantz [23] das Prinzip eines ge- 
regelten Abschwachers, das Kiorz [24] schon im 
Jahre 1937 fiir Rohrenempfainger vorgeschlagen 
hat, aufgegriffen und eine fur einen Transistor- 
empfanger interessante Schaltung (Bild 13) ent- 


IR 


IR 


Bild 13. Schematische Darstellung der Regelschaltung nach 
23). 


wickelt, in welcher zugleich die Verzerrungen ver- 
mindert werden. Die Diode ist fiir den Regelstrom 
Ig = Ip; in DurchlaBrichtung gepolt und hat im 
ungeregelten Zustand einen sehr groBen, im voll- 
geregelten aber einen sehr kleinen Widerstand, so 
daB sich die Spannungsteilung tiber den Regel- 
bereich in weiten Grenzen andert. Zur Erklarung 
der Kompensation der Verzerrungen sei der stark 
geregelte Betriebszustand betrachtet, weil er die 
besten Resultate liefert. Der Widerstand Rp; der 
Diode ist klein gegen den Laingswiderstand Z,, und 
den Transistor-Eingangswiderstand. Deshalb ver- 
ursacht eine sinusformige Einstromung J,y an dem 
nichtlinearen Widerstand der Diode eine verzerrte 
Spannung, Bild 14. Diese vorverzerrte Spannung 
upi = Ugp wird durch die nochmalige , Spiegelung*‘ 
an der [¢/Ugp-Kennlinie des Transistors entzerrt. 
Wegen der Eigenart des Exponentialgesetzes ist 
eine solche Kompensation fiir beliebige Arbeits- 
punkte von Diode und Transistor in dem ganzen 
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Bild 14. Spiegelungsdiagramm mit Diodenkennlinie und 
Transistorkennlinien zur Erlauterung der Verzer- 
rungskompensation nach [23]. 


Bereich méglich, in dem das Exponentialgesetz mit 
geniigender Genauigkeit gilt. Die MeBergebnisse, 
Bild 15, erlautern die Higenschaft dieser Regel- 
schaltung, zeigen jedoch auch, daB infolge der 
Spannungsteilung die maximale Stufenverstarkung 
kleiner ist. — Zur Verringerung der Regelleistung 
hat Cantz auBerdem in [23] eine Schaltung vor- 
geschlagen, in der ein als Gleichstromverstarker 
arbeitender Transistor die Diode ersetzt. 


EHS 


Ups, fir 1% Kreuzmodulati 


Us, fir 1% Kreuzmodulati 


eel 


FA 6h. 10S 28 Carers 
Ip; ——> 


4 6 10%yA 


Bild 15. Effektive Storspannungswerte fiir 19%, Kreuzmodu- 
lation in der Schaltung nach Bild 13. Upsy Stér- 
spannung am Hingang des Reglerteilers (Klemmen- 
paar 1), Usy Stérspannung am Eingang des Transi- 
stors (Klemmenpaar 2). 


9. Schlu8betrachtung 


Die vorliegende Arbeit zeigt, daB beim Tran- 
sistor ebenso wie bei der Elektronenrdhre die ver- 
schiedenen Verzerrungsarten sehr eng miteinander 
verknipft und unabhangig vom Halbleitermaterial 
und vom Transistortyp sind. Der im allgemeinen 
unerwunschte Basiswiderstand linearisiert die 
Steuerkennlinie und bewirkt, daB es beim Tran- 
sistor im Gegensatz zur Elektronenréhre einen Ar- 
beitspunkt gibt, in dem keine Verzerrungen dritter 
Ordnung auftreten. Durch ihre verschiedenartigen 
Steuerkennlinien sind die Verzerrungen, auf glei- 
ches effektives Steuersignal an B*E bezogen, in 
einem Transistor bedeutend gréBer, jedoch ist bei 
diesen Uberlegungen zu beachten, daB infolge des 
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niedrigen Kingangswiderstandes in Emitterschal- 1, dz relative Harmonische der Modulation 1. bzw. 2. Ord- 

tung ein Transistor zum Beispiel in einer Hoch- AUN 

frequenzverstirkerstufe nur von einem Teil der an = HmitteranschluB des Transistors, 

dem Schwingkreis liegenden Signalspannung ge- ; oe ae Ree 

steuert wird. Unter Beriicksichtigung dieser Span- * ees pont 

nungstransformation werden die Verhaltnisse fir /s  &-Grenzfrequenz in Emitterschaltung, 

eine Transistor-Verstirkerstufe giinstiger. Sie bleibt GD Emitterleitwert, 

- . fo) a ‘ 4 4 . ae . . . 

jedoch einer solchen mit einer Elektronenréhre oe ere ee ere es BPE ee puemncnscie. 
AO uhestrom 1m Arbel Spunkt, 


unterlegen, wie man am Beispiel der Kreuzmodula- 
tion abschatzen kann. 

Die theoretischen Uberlegungen der vorliegenden 
Arbeit gelten streng nur fiir Gleichstrom bzw. im 
Bereich niedriger Frequenzen. Die Frequenz- 
abhangigkeit bei hdheren Frequenzen wurde durch 
die frequenz- und arbeitspunktabhangige Span- 
nungsteilung zwischen Basiswiderstand und der 
Parallelschaltung aus Diffusionskapazitat und 
Emitterleitwert qualitativ erklart. Am Beispiel der 
Kreuzmodulation wurde die gute Ubereinstimmung 
der theoretischen und experimentellen Ergebnisse 
gezeigt und der EinfluB eines Widerstandes in der 
Basiszuleitung (Generatorinnenwiderstand)  dis- 
kutiert. 

Zur Verminderung der Verzerrungen, insbeson- 
dere der Kreuzmodulation, wurde ein Verfahren 
beschrieben, nach dem durch einen nur fiir die 
Hochfrequenzstréme tiberbriickten Widerstand in 
der Emitterzuleitung die Polstelle der Stér- 
spannungsfunktion fiir 1% Kreuzmodulation in 
den gewiinschten Arbeitspunkt verschoben werden 
kann. Das Prinzip beruht auf einer Kompensation 
durch eine Gegenmodulation. Bei Anwendung eines 
variablen Widerstandes (z. B. einer in DurchlaB- 
richtung gepolten Diode) kann auch in regelbaren 
Hochfrequenzverstarkerstufen die Kreuzmodula- 
tion betrachtlich vermindert werden. — Ein speziell 
fiir automatische Regelschaltungen entwickeltes 
Prinzip, bei dem die Verzerrungen durch eine Vor- 
verzerrung kompensiert werden, wurde ebenfalls 
beschrieben. 

In der Literatur wurde, soweit bekannt, nur von 
Hortmes [25] und Axein und Srrurr [26] die 
Kreuzmodulation in Transistor-Verstarkerstufen 
behandelt. Die von diesen Autoren ver6ffentlichten 
MeBergebnisse stimmen mit den eigenen gut tiber- 
ein, wahrend die theoretische Behandlung mehr 
oder weniger abweicht. 


Zusammenstellung der Bezeichnungen 


A; Amplitude der Grundwelle (harmonische Verzerrun- 
en), 

Ag eee der ersten Oberwelle (harmonische Ver- 
zerrungen), 

Az Amplitude der zweiten Oberwelle (harmonische Ver- 
zerrungen), 

B auRerer BasisanschluB des Transistors, 

B* innerer BasisanschluB (an der Emittersperrschicht) 
des Transistors, 

C Collectoranschlu8B des Transistors, 

Cp Diffusionskapazitat, 


C3  Kapazitat, die den Widerstand in der Emitterzulei- 
tung nur fiir die Hochfrequenzstrome iiberbrickt, 
dx relative Harmonische der Modulation (allgemein), 


Iz Basisstrom, 


, ZA 4s 
Ip, 1B, Ip 1., 2. und 3. Ableitung des Basisstromes nach 
der Basisspannung, 


Igo  Basisstrom, bei dem ,,keine“ Verzerrungen auftreten, 

Ipog Basisstrom, bei dem unter Beriicksichtigung der 
Gegenmodulation keine Kreuzmodulation auftritt, 

Igns Amplitude der niederfrequenten Komponente im 
Basisstrom, 

Ig  Collectorstrom, 

Ip;  Diodenstrom, 


Ig Enmitterstrom, 

Amplitude der niederfrequenten Komponente im 
Emitterstrom, 

Tp Regelstrom, 

Io Basisstrom fiir U EB =), 

ta Momentanwert des Stromes im Ausgangskreis (all- 


gemein), 
1c Momentanwert des Collectorstromes, 
k Boltzmannsche Konstante, 


kz, kz Klirrfaktor 2. bzw. 3. Ordnung, 

M neuer Modulationsgrad infolge Anderung des Modu- 
lationsgrades, 

m Modulationsgrad, 


mg  Modulationsgrad des Stérsenders, 

mg neuer Modulationsgrad infolge Gegenmodulation, 

m,  Kreuzmodulationsgrad, 

Me Kreuzmodulationsgrad mit Beriicksichtigung der 
Gegenmodulation, 

n Ordnungszahl (allgemein), 


12 Proportionalitatsfaktor, beriicksichtigt die Steilheit, 


Rp  Widerstand der Basisschicht, 

Rp; Widerstand der Diode, 

Rpz Widerstand in der Emitterzuleitung, 
R,  Widerstand im Ausgangskreis, 


Rk; Innenwiderstand des Generators, 
S Summenvektor der rotierenden Modulationsvektoren, 


S, zum Trager senkrechte Komponente von S, 
S; zum Trager tangentiale Komponente von S, 
a absolute Temperatur, 

t Zeit, 


U — Quellenspannung des Generators, 

Spannung zwischen Emitter und auBerem Basis- 

anschluB (allgemein), 

Spannung zwischen Kmitter und innerem Basis- 

anschluB (allgemein), 

; Spannung zwischen Emitter und Collector (all- 
gemein), 


Up; Spannung an der Diode, 

U;,/2 Vektor der kreuzmodulierten Schwingung, 

Ux Amplitude des Nutzsignals, 

Ux Vektor des Nutztragers, 

Us  effektive Storspannung fiir 1° Kreuzmodulation, 

6) gs Amplitude des Storsignals, 

Ugg effektive Stérspannung fiir 1% Kreuzmodulation mit 
Beriicksichtigung der Gegenmodulation, 

Us, effektive Storspannung fiir 1% Kreuzmodulation am 
Eingang des Transistors bei Beriicksichtigung der 
Vorverzerrung, 

Uy ,,Temperaturspannung™, 


Uy  Gleichspannung zur Einstellung des Arbeitspunktes, 

Uosy effektive Stérspannung fiir 1% Kreuzmodulation am 
Hingang des Reglerteilers bei Beriicksichtigung der 
Vorverzerrung, 

U, Amplitude des unmodulierten Signals, 

U. Amplitude des amplitudenmodulierten Signals, 


Us Amplitude der niederfrequenten Schwingung, 

u Spannung (allgemein), 

Momentanwert der Steuerspannung, 

up; Momentanwert der durch die Diode vorverzerrten 
Spannung, 

un  Momentanwert der Steuerspannung am EKingang des 
Verstarkerelementes (allgemein), 

uz;  Momentanwert der niederfrequenten Schwingung, 

Z,,  Langswiderstand (allgemein), 

p Stromverstirkungsfaktor in Emitterschaltung, 

on  Kreisfrequenz des Nutzsenders, 

@n  Kreisfrequenz der Modulationsschwingung, 

Kreisfrequenz der Stérsendermodulation, 

wg  Kreisfrequenz des Storsenders, 

w;,  Kreisfrequenz des unmodulierten Signals, 

ow:  Kreisfrequenz des amplitudenmodulierten Signals. 
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BUGHBESPRECHUNGEN 


H. U. Pfeiffer, Bleisulfid-Photowiderstinde, 
Herstellung, Eigenschaften, praktische Hinweise. Moser- 
Verlag, Garmisch-Partenkirchen 1959. 97 Seiten, 31 Bil- 
der, 12 Tabellen, 21 cm X 28,5 em, Vervielfiltigungs- 
druck, kartoniert DM 38,—. 


Diese Schrift vermittelt wertvolle Kenntnisse und Unter- 
lagen tiber die Herstellung und die Eigenschaften von Blei- 
sulfid-Photowiderstinden. Auf Grundlage vieler Einzelver- 
offentlichungen und umfangreicher eigener Untersuchungen 
des Verfassers wird der Zusammenhang zwischen Erzeugung 
nach verschiedenen Verfahren und Eigenschaften brauchbarer 
PbS-Photowidersténde behandelt, wobei auch auf Ahnlich- 
keiten im Verhalten anderer Photoleiter hingewiesen wird. 
PbS-Photowidersténde zeichnen sich besonderes durch eine 
gegentiber Photozellen um vieles gréBere Infrarotempfindlich- 
keit aus, weshalb ihnen in Zukunft zahlreiche Einsatzméglich- 
keiten offenstehen, auf die aber in diesem Rahmen nicht ein- 
gegangen wird. Obwohl die Darstellung vorwiegend auf prak- 
tisch-physikalische Gesichtspunkte bei der Herstellung ein- 
geht, sind die Ausfiihrungen iiber die Eigenschaften dieses 
Photowiderstandstyps jedoch auch fiir den Verwender yon 
grofBem Nutzen, wie z.B. die Angaben iiber EinfluR der 
Schichtstérke und des Tragermaterials auf den Photoeffekt, 
Alterung, negativer Photoeffekt und Ermiidung, Feldverlauf 
innerhalb der Schichten, spektrale Empfindlichkeit, Inten- 
sitatsabhangigkeit, Trigheit und Tieftemperaturverhalten. 
Fiir den Hersteller wie fiir den Verwender gleich interessant 
ist das Kapitel iiber Richtlinien fiir das Arbeiten mit Photo- 


widerstaénden, ebenso die zahlreichen Tabellen und anschau- 
lichen Diagramme. Das ausfiihrliche Literaturverzeichnis mit 
336 Zitaten gibt eine Ubersicht iiber Arbeiten anderer Fach- 


leute. S. W. Wacner 


K. Kiipfmiiller, Einfiihrung in die theoreti- 
sche Elektrotechnik; 6. verbesserte und er- 
weiterte Auflage. Springer-Verlag, Berlin 1959. VII, 


512 Seiten, 527 Bilder, 16,5 em X 24,5 em, Ganzleinen 
DM 31,50. 


Wenn ein wissenschaftliches Buch vier Jahre nach der fiinf- 
ten seine sechste Auflage erlebt, so ist dieses bekanntlich ein 
Zeichen fiir Qualitat, das nicht naher erlautert werden muB8. 
Es sei deshalb hier auch nur kurz darauf hingewiesen, da 
wichtige Teile des Buches eine weitere Erganzung und Ab- 
rundung erfahren haben, so z. B. die Halbleitertheorie, die 
Leitungstheorie und die Netzwerktheorie. In den Bezeich- 
nungen sind allgemein wesentliche Anderungen eingefiihrt, 
an die man sich vielleicht erst gewohnen mu, sie entspre- 
chen aber der internationalen Normung. Bei der Behandlung 
der Maxwellschen Gleichungen hatte man gewunscht (S. 400), 
dafS man statt von einem festen Koordinatensystem — hier 
von einem Fixsternsystem — kurz von der Relativitatstheorie 
gesprochen hatte. 

; Das Buch ist im ganzen — wie seine friiheren Auflagen — 
eine ausgezeichnete und sogar stellenweise sehr weitgehende 
Einfithrung in den gewahlten Problemkreis. Die Aufere Aus- 
stattung ist vorbildlich. E. Henze 
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H. STORMER: VERFAHREN FUR LEBENSDAUERVORAUSSAGEN PATE 


Ein statistisches Verfahren fiir Lebensdauervoraussagen 
bei nachrichtentechnischen Anlagen 


Von Horanp STORMER 


Mitteilung aus dem Zentral-Laboratorium der Siemens & Halske AG, Miinchen 


(A.E.U. 14 [1960], 217-224; eingegangen am 25. Februar 1960) 


Kennt man von den verschiedenen Arten von Bauelementen einer Anlage die mittleren Lebens- 
dauern und setzt man weiter voraus, es gelte fiir jede Art eine Exponentialverteilung der Lebens- 
dauern, so kann man die Lebensdauerverteilung der Anlage leicht angeben. 

Im folgenden wird gezeigt, welche Voraussage man iiber die zu erwartende Lebensdauer einer 
Anlage machen kann, wenn man die mittlere Lebensdauer der Bauelemente nicht genau kennt, 
sondern nur mit Hilfe mehr oder weniger umfangreicher Stichproben ermittelt hat. 


_ Ifthe average lives of the various kinds of structural elements of a system are known, and if it is 
further assumed that the lives of each kind follow an exponential distribution, the life distribution 


of the system can be stated with ease. 


The following shows which prediction can be made concerning the anticipated useful life of a 
system, if the average life of the structural elements is not accurately known, but has merely been 
determined with the aid of more or less extensive samples. 


Einleitung 


Moderne nachrichtentechnische und datenverar- 
beitende Anlagen bestehen oft aus sehr vielen Bau- 
elementen. Mit der Anzahl der Bauelemente wachst 
aber die Anzahl der Fehlerquellen, und die Zu- 
verlassigkeit der Bauelemente spielt daher eine 
immer groBere Rolle. 

Ein Ma8 fir die Zuverlassigkeit eines Bau- 
elementes ist seine Lebensdauer, die hier als die 
Zeitspanne vom Beginn der Beanspruchung bis zum 
Ausfall definiert sein mége. Weiter gelte als ,,Le- 
bensdauer* einer Anlage die Zeitspanne von der 
Inbetriebnahme bis zur ersten Storung, d.h. bis 
zum ersten Ausfall eines Bauelementes. 

Die Lebensdauern der Bauelemente sind keine 
exakt vorausbestimmbaren GréBen, sondern Zu- 
fallsvariable. Aussagen tiber die Lebensdauer von 
Bauelementen und Anlagen sind also immer nur 
Aussagen tiber Wahrscheinlichkeitsverteilungen. 

Eine Lebensdauervoraussage ist die Angabe einer 
Wahrscheinlichkeit, mit der eine vorgegebene 
Lebensdauer wirklich erreicht wird, bzw. die An- 
gabe einer Lebensdauer, die mit vorgegebener 
Wabrscheinlichkeit erreicht wird. 

Die Verteilung der Anlagenlebensdauer ist durch 
die Verteilungen der Lebensdauern der Bauelemente 
eindeutig bestimmt, wie im folgenden Abschnitt 
gezeigt wird. Leider kennt man aber diese Ver- 
teilungen im allgemeinen nicht genau, sondern ist 
auf Hypothesen tiber ihre Art angewiesen. 

Eine bei vielen, vor allem bei elektronischen Bau- 
elementen plausible und zum Teil durch Erfahrung 
gerechtfertigte Hypothese ist die Annahme, daB die 
Ausfallrate (das ist der Anteil der ausgefallenen 
Bauelemente, bezogen auf eine fest gewahlte Zeit- 
einheit) unabhangig vom Alter sei. Dies fiihrt, wie 
man leicht zeigen kann, zu einer Exponential- 
verteilung der Lebensdauern. Physikalisch bedeutet 
sie, daB die Bauelemente nicht durch Alterung, son- 
dern durch zufillige auBere oder innere Ursachen 


a 


zerstort werden (Vollausfall). Fiir den Anderungs- 
ausfall von Bauelementen durch systematische 
Alterung ist die Annahme konstanter Ausfallraten 
nicht zulassig. Im allgemeinen gilt die Annaherung 
durch eine Exponentialverteilung auch nur inner- 
halb gewisser zeitlicher Grenzen, die von der Art der 
Bauelemente abhangen (vgl. Schrifttum). 

Fir die Falle, bei denen die Annahme konstanter 
Ausfallraten zulassig erscheint, wird im folgenden 
gezeigt, wie man mit Hilfe von Lebensdauer- 
messungen an den Bauelementen eine untere 
Schranke ¢(S) angeben kann, die von der Anlagen- 
lebensdauer mit der vorgegebenen Wahrscheinlich- 
keit S erreicht bzw. tiberschritten wird. 

Diese Lebensdauermessungen kénnen an Bau- 
elementen, die in eine Anlage eingebaut sind, vor- 
genommen werden, oder auch an nur zur Priifung 
bestimmten Elementen. Die Anzahl der zu priifen- 
den Elemente richtet sich nach dem vertretbaren 
Zeit- und Kostenaufwand. 

Es wird angenommen, daB sich der Test auf eine 
bestimmte Anlage bezieht. Benutzt man eine 
Stichprobe zur Voraussage fir mehrere Anlagen, 
so ist die statistische Sicherheit entsprechend zu 
deuten (vgl. Abschnitt 1). Will man schlieBlich tiber 
eine groBe Serie gleichartiger Anlagen eine Lebens- 
dauervoraussage machen, so bestimmt man zweck- 
maBiger mit Hilfe bekannter Verfahren aus einer 
Stichprobe die mittlere Lebensdauer dieser 
Anlagen (bzw. eine untere Sicherheitsschranke fir 
die mittlere Lebensdauer), aus der sich dann auch 
leicht eine Zeitdauer ergibt, die von einem vor- 
gegebenen Prozentsatz (z. B. 90%) aller Anlagen- 
lebensdauern tiberschritten wird. 


1. Zusammenhang der Lebensdauerverteilung der 
Anlage mit den Lebensdauerverteilungen der Bau- 
elemente 


Besteht eine Anlage aus N Bauelementen und ist 
P, (>t) die Wahrscheinlichkeit, daB das y-te Bau- 
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element (vy = 1, ..., NV) eine Lebensdauer > 7 hat, 
so gilt fiir die Wahrscheinlichkeit P(> rt) einer An- 
lagenlebensdauer > T 


Pio (1) 


denn die Anlagenlebensdauer ist dann und nur dann 
>t, wenn simtliche Lebensdauern der Bauelemente 
es sind. Wegen der vorausgesetzten gegenseitigen 
Unabhangigkeit dieser Lebensdauern gilt daher 
Gla(L): 

Die Funktionen P, (> 7) brauchen natiirlich nicht 
alle verschieden zu sein, kénnen sogar (bei lauter 
gleichartigen Bauelementen) alle identisch gleich 
sein. 

Geniigen nun die Lebensdauern der Bauelemente 
speziell Exponentialverteilungen, so gilt 
‘ (2) 


PS 1) Se" 
(1/«, mittlere Lebensdauer des y-ten Elementes). 

Setzt man P,(>7) aus GI. (2) in GL. (1) ein,.so 
erhalt man 


mit 


Fir die Anlagenlebensdauer ergibt sich also 
ebenfalls eine Exponentialverteilung. Die mittlere 
Anlagenlebensdauer ist 1/«. 

Sind die «, alle gleich, so gilt speziell: die mittlere 
Lebensdauer der Anlage betragt ein N-tel der 
mittleren Lebensdauer der Bauelemente. 

Bei bekannten «, laBt sich also die Lebensdauer- 
verteilung der Anlage sofort angeben. In den folgen- 
den Abschnitten wird nun gezeigt, welche Voraus- 
sage man tuber die zu erwartende Lebensdauer einer 
Anlage machen kann, wenn man die mittlere Lebens- 
dauer der Bauelemente nur mit Hilfe mehr oder 
weniger umfangreicher Stichproben ermittelt hat, 
aber an der Hypothese, die Lebensdauern der Bau- 
elemente seien exponentiell verteilt, festhalt. {j 


2. Einfachster Fall: 
Die Anlage besteht nur aus gleichartigen Elementen 


Bezeichnungen: 


N Anzahl der in der Anlage verwendeten Bauelemente, 

M Anzahl der Bauelemente, die der Belastung ausgesetzt 
werden, 

nm Anzahl der bei der Stichprobe ausgefallenen Elemente, 

a  wittlere Lebensdauer der Bauelemente, 

t Ausfallabstande bei der Stichprobe, 

t  Anlagenlebensdauer (Zeitdauer bis zum ersten Ausfall 
eines Bauelementes), 

i* Schatzwert fiir die mittlere Anlagenlebensdauer, 

S  geforderte statistische Sicherheit, 

t(S) Sicherheitsschranke fiir ¢, 

S;  wirkliche statistische Sicherheit. 


»,Gleichartig* sollen hier solche Bauelemente 
heiBen, die einer Grundgesamtheit mit exponentiell 
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verteilten Lebensdauern angehoren, also z. B. Bau- 
elemente des gleichen Fertigungstyps, aber auch 
Bauelemente verschiedenen Typs, die sich beztiglich 
ihrer Lebensdauerverteilung gleich verhalten. 

Die Anlage enthalte N Elemente, deren Lebens- 
dauern einer Exponentialverteilung mit dem (un- 
bekannten) Mittelwert a gentigen mogen. 

Man wird den statistischen Test, der eine Aussage 
iiber die zu erwartende wirkliche Lebensdauer ¢ der 
Anlage liefern soll, so gestalten, daB man zunachst 
einen Schatzwert ¢* fiir die mittlere Lebensdauer 
der Anlage mit Hilfe einer Stichprobe bestimmt und 
dann die Wabhrscheinlichkeitsverteilung des Quo- 
tienten ¢/t* angibt, indem man fir beliebiges x 
(a >0) die Wahrscheinlichkeit berechnet, daf ¢/t* 
den Betrag x tiberschreitet. 

Die statistische Sicherheit S hat folgende Bedeu- 
tung: Stellt man sich vor, daB nicht eine, sondern 
K Stichproben nacheinander genommen werden, so 
konvergiert die relative Haufigkeit der Falle, in 
denen die jeweilige Anlagenlebensdauer die (mit 
Hilfe der Stichprobe konstruierte) Sicherheits- 
schranke ¢ (8) tiberschreitet, mit K —> oo nach Wahr- 
scheinlichkeit gegen S. 

Der Schétzwert t* soll auf folgende Weise bestimmt 
werden: 

Eine Menge von M Bauelementen (J moglichst 
groB zur Abkiirzung der Versuchsdauer) wird der 
ublichen Belastung ausgesetzt. Nach jedem Ausfall 
eines Elementes wird die Menge wieder aufgefiillt. 

Wegen der vorausgesetzten Exponentialvertei- 
lung ist das Alter des Elementes, mit dem auf- 
gefullt wird, theoretisch gleichgiiltig. In der Praxis 
wird man Elemente mit einem gewissen Mindest- 
alter verwenden (Vermeidung von Friihausfallen). 

Nachdem eine gewisse Anzahl n von Elementen 
ausgefallen ist, bestimmt man aus deren gemessenen 
Ausfallabstaénden #;, fo, ...,t, den Schatzwert t* 
nach der Formel 


Mit 
ee ; 
rae tte (5) 

Die Ausfallabstande ¢, haben (vgl. Anhang) die 
mittlere Dauer a/M. Der gesamte Zeitaufwand bei 
n Ausfallen betragt dann im Mittel 


a nN a 


“iM Ne 

d. h. das n N/M-fache der mittleren Anlagenlebens- 
dauer a/N. Setzt man also bei der Stichproben- 
prifung z.B. genau so viele Elemente der Be- 
lastung aus wie in der Anlage verwendet werden, so 
ist die mittlere Zeit bis zum ersten Ausfall so lang 
wie die mittlere Anlagenlebensdauer. Bei Verdopp- 
lung des Stichprobenumfangs M sinkt sie auf die 
Halfte usw. 

Hat man eine ungefihre Vorstellung von der 
GréBenordnung der mittleren Lebensdauer a, SO 
wird man M und n so festsetzen, daB ein verniinf- 
tiger Kompromi8 zwischen hohem Materialaufwand 


(groBer Stichprobenumfang) und groBer Priifdauer 
entsteht. 
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Handelt es sich um besonders zuverlissige Bau- 
teile (a sehr groB), so kann man eventuell sogar dar- 
auf verzichten, den ersten Ausfall abzuwarten und 
die Priifung nach Ablauf einer hinreichend langen, 
aber noch vertretbaren Zeit abbrechen. Als ty 
rechnet man in diesem Fall die Versuchsdauer. Man 
erhalt dann fiir seine Prognose jedenfalls eine 
groBere als die vorgegebene statistische Sicherheit. 

Uber den statistischen Zusammenhang zwischen 
der Anlagenlebensdauer ¢ und ihrem (aus der Stich- 
probe gewonnenen) Schatzwert ¢* gilt folgender 
Satz (Beweis im Anhang): 

Die Wahrscheinlichkeit, daB die zu erwartende 
Lebensdauer der Anlage das x-fache des Schiitz- 
wertes tiberschreitet, ist (1 + 2/n)-™: 

t 1 
Pyle) = PLE > a} =. (6) 

In Bild 1 sind die Funktionen (6) fiir verschiedene 
n dargestellt. Mit n —> oo streben sie gegen e~*. 

Fir die praktische Anwendung ist bemerkens- 
wert, daB die Funktionen im Bereich 0 < x < 0,1, 
der etwa den Wahrscheinlichkeiten zwischen 0,9 
und | entspricht, kaum von n abhangen. 

Man erhalt fiirn = 1, «x = 0,1 


1 1 


= =~ 0,909 
(1 + 2/n)™ il 
und fur 7, =co, x = 0,1 
lim oe Bache =e t—e%1 w 0,905. 


poo (1+ zn) 

Fiir alle tibrigen n liegen die Funktionswerte 
zwischen diesen Werten. Fir x <0,1 (allenfalls 
auch fiir x < 0,2) kann man praktisch 

Pala wi=—-2 (7) 


setzen. Setzt man die Uberschreitungswahrschein- 
lichkeit P,(x) gleich der gewiinschten statistischen 
Sicherheit S, so gilt also 


xz=2(S)xr1—S. (8) 


Die wirkliche statistische Sicherheit S; liegt bei 
den tiblichen Werten von S geringfiigig tiber S (vgl. 
die vorangehenden Angaben bei S = 0,9; n = 1; 
N == 00). 


Folgerungen: 

Hat man mit Hilfe der gemessenen Ausfall- 
abstande von n ausgefallenen Elementen nach 
Gl. (5) den Schatzwert t* berechnet, so ist also 
die zu erwartende Lebensdauer der Anlage mit 
der statistischen Sicherheit S; > S groBer als das 
(1 — S)-fache des gefundenen Schatzwertes ¢*, 
und zwar unabhangig von der Anzahl der aus- 
gefallenen Elemente. Die Lebensdauer t(S) = 
(1 — S8)t* wird also mit der Wahrscheinlichkeit 
S, von der Anlage iiberschritten. 

Dieses tiberraschende und zunachst wenig ein- 
leuchtende Ergebnis bedarf der Erlauterung. 

DaB es keinen Sinn hat, den Mittelwert der An- 
lagenlebensdauer mit sehr groBer Genauigkeit 
zu testen, ist klar, denn die Anlagenlebensdauer 
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kann wegen der vorausgesetzten Exponential- 
verteilung sehr stark von diesem Mittelwert ab- 
weichen. Man erreicht bei genauer Bestimmung der 
mittleren Anlagenlebensdauer lediglich, da8 die 
Verteilung von t/t* jetzt nur noch von ¢ abhingt, da 
der Schatzwert ¢* mit der mittleren Anlagenlebens- 
dauer zusammenfallt. 

Bestimmt man dagegen den Schatzwert ¢* mit 
einer sehr kleinen Stichprobe, z. B. mit nur einem 
Element, so ist zwar die durch GI. (8) formulierte 
Aussage richtig, der Schatzwert t* (und damit die 
Sicherheitsschranke ¢(S)) wird aber bei haufig 
wiederholten Stichproben starken Schwankungen 
unterliegen. 

Man kann die beiden Extremfalle etwa folgender- 
mafen charakterisieren : 


a) Bestimmt man ¢* aus einer sehr groBen Anzahl 
von Ausfallabstanden, so ergibt sich bei wieder- 
holten Stichproben stets etwa das gleiche ¢(S). 
Die nach jeder Stichprobennahme festgestellte 
Anlagenlebensdauer ist in S;- 100% aller Falle 
grdRer als ¢ (8). 

b) Bestimmt man ¢* nur aus einer sehr kleinen An- 
zahl von Ausfallabstanden (z. B. n = 1), so er- 
geben sich bei wiederholten Stichproben stark 
voneinander abweichende Werte fiir ¢(8). Die. 
nach jeder Stichprobennahme festgestellte An- 
lagenlebensdauer ist in 8 ;- 100% aller Fille 
groBer als das jeweils zugehorige t(S). 


Aus Bild 1 erkennt man weiter, daB die Funk- 
tionen P,(x) fir kleine x (0 < x < 0,2) zwar fast 
mit der Grenzkurve fiir n =co zusammenfallen, 
daB sie aber bei kleinen n und groBen 2 stark 
von dieser Grenzkurve nach oben abweichen. Fir 
n= 1 ist z. B. die Wahrscheinlichkeit, da die 
Lebensdauer ¢t das Dreifache des Schatzwertes be- 
tragt, wesentlich gréBer (25%) als etwa im Fall 
i= 00 (5%/,). 

Das heiBt, man macht bei n = | mit dem Test 
zwar eine mit der Wahrscheinlichkeit S; > Srichtige 
Aussage, liegt aber in vielen Fallen mit der an- 
gegebenen Schranke weit unter der wirklichen 
Lebensdauer. 

Schon bei » = 10 macht sich dieser Effekt nur 
noch wenig bemerkbar. 


1 


Bild 1. Die Funktionen Py, (a) = (1 + x/n)~". 
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3. Allgemeiner Fall: 
Die Anlage enthilt verschiedenartige Bauelemente 


Bezeaichnungen : 
m Anzahl der verschiedenen Arten von in der Anlage 


verwendeten Bauelementen, 

N, Anzahl der in der Anlage verwendeten Bauelemente 
der Arti u (uw = I, em), 

M, Anzahl der Bauelemente der Art ju, die der Belastung 
ausgesetzt werden, 

ny Anzahl der bei der Stichprobe ausgefallenen Bau- 
elemente der Art “, 

au  mittlere Lebensdauer der Bauelemente der Art 4, 

tw Ausfallabstande bei der Stichprobe (Bauelemente der 
Art 1), 

t Anlagenlebensdauer, 

ti, Schatzwert fiir die mittlere Lebensdauer der j-ten 
Teilanlage, 

S  geforderte statistische Sicherheit, 

t(S) Sicherheitsschranke fiir ¢, 

S,  wirkliche statistische Sicherheit. 


In der betrachteten Anlage médgen jetzt m 
(m = 1, 2,...) verschiedene (bzw. mdglicherweise 
verschiedene) Arten von Bauelementen verwendet 
werden (verschieden hinsichtlich ihrer Lebensdauer- 
verteilung). Die folgende nicht exakte Betrachtung 
fiihrt zur Konstruktion einer Sicherheitsschranke 
t(S), von der nachtraglich gezeigt wird, daB sie der 
geforderten Sicherheit S geniigt. 

Kine solche Anlage kann man als eine Gruppe von 
m Anlagen auffassen, die jede ftir sich aus gleich- 
artigen Bauelementen besteht. 

Fiir jede dieser m Anlagen lat sich wieder ein t/, 
nach Gl. (5) errechnen: 


n 
M, & 
i = : tip ’ 
a ae 2 ; (9) 


v= 


é 


mit entsprechender Bedeutung von m, Ny, Mn, 
und ty. 

Gibt man sich nach der Bestimmung der ¢/, einen 
Zeitabschnitt t vor, so erhalt man, wenn 7 hin- 
reichend klein ist, als Wahrscheinlichkeit dafiir, daB 
die y-te Anlage langer als t lebt, 


a [eee (10 
[ 4: “he Ee kik 
My 


Jetzt soll t so bestimmt werden, daB die Wahr- 
scheinlichkeit, da alle m Teilanlagen die Zeit + 
tiberleben, gerade S wird. Dazu muB offenbar 


a T 
H=1 ty 

gelten. Vernachlassigt man hierin die Glieder zwei- 
ter und héherer Ordnung, so erhalt man 


m il 
1 8) 
p= by 


oder als Sicherheitsschranke 


(11) 
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Statt des a-Zeichens wurde das Gleichheits- 
zeichen gesetzt. Dadurch wird die wirkliche sta- 
tistische Sicherheit S; nicht wesentlich beeinfluBt. 
Sie bleibt, wie im Anhang gezeigt wird, stets >S. 


Damit ergibt sich folgender allgemeiner Test: 
Die Schatzwerte t; werden nach Gl. (9) aus den 
Stichprobenwerten berechnet. Die Lebensdauer 
der Anlage ist dann mit der statistischen Sicher- 
heit S; > S gréBer als 


(12) 


Im Spezialfall m = 1 (lauter gleichartige Bau- 
elemente) erhalt man wieder das Ergebnis von Ab- 
schnitt 2. 


4. Beispiel 


Das folgende Beispiel soll die praktische An- 
wendung des Verfahrens erlautern. 

Die Anlage mége drei Arten von Bauelementen 
enthalten: 100 Bauelemente der Art 1, 150 Bau- 
elemente der Art 2 und 50 Bauelemente der Art 3. 

Der Schatzwert t] wird dadurch ermittelt, daB 
z. B. 1000 Bauelemente der Art 1 im Dauerversuch 
der normalen Belastung ausgesetzt werden. Die 
ersten fiinf Ausfallabstande mégen gemessen wer- 
den. Als Zeiteinheit (ZE) wird man eine der zu 
erwartenden Lebensdauer angemessene LEinheit 
(z. B. 1000 h, Monate usw.) verwenden. Die Aus- 
fallabstande moégen folgende GréBe haben: 


= 


oF Wh = 
bo 
— 


Daraus ergibt sich nach Gl. (9) mit 
My, = 1000, Ny = 100, n= 15) 
i 1000 


i = Frog (17 + 30 + 214 15 + 25) ZE = 216ZE. 


Auf entsprechende Weise habe man die Schatz- 
werte 3 und ¢ zu 


#3 = 157 ZE, 
#3 = 328 ZE 


ee Dann erhalt man nach Gl. (12) mit 
== ()}Q)2 


LY = 7312 Ze 


! Das heift, der erste Ausfall der Anlage tritt mit 
einer statistischen ‘Sicherheit S; > 0,9 nicht vor 
7,12 ZE ein. 

Zeigt der Test, daB® die Anlage eine geforderte 
Lebensdauer nicht mit vorgegebener statistischer 
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Sicherheit erreicht, so kann man durch Verwendung 
anderer, zuverlissigerer Bauelemente die Lebens- 
dauer der Anlage erhéhen. 

Stehen keine besseren Bauteile zur Verfiigung, so 
kann man in vielen Fallen die Zuverlassigkeit der 
Anlage verbessern, indem man jedes Bauelement 
durch ein Ersatzelement ergainzt (z. B. Parallel- 
schaltung), das beim Ausfall des urspriinglichen 
Elementes automatisch dessen Funktion weiter aus- 
ubt. Solche Bauelementepaare wirken dann wie 
wesentlich zuverlassigere Bauelemente, deren mitt- 
lere Lebensdauer doppelt so hoch ist wie die der 
ursprunglichen Elemente. Die Verteilung ihrer 
Lebensdauern hat dariiber hinaus einen giinstigeren 
Verlauf, weil ihre Standardabweichung im Verhalt- 
nis zur mittleren Lebensdauer kleiner wird (gréBere 
.,.Mindestlebensdauer“* im Verhaltnis zur mittleren 
Lebensdauer). 

Weitere Einzelheiten tiber das Verhalten solcher 
Mehrfachbauelemente in Anlagen wiirden tiber den 
Rahmen dieser Arbeit hinausgehen. 


5. Mathematischer Anhang 
a) Herleitung der Formel (6) 


Die Lebensdauern der NV Bauelemente der Anlage 
genugen nach Voraussetzung einer Exponentialver- 
teilung, d.h. es ist 

Care (13) 


die Wahrscheinlichkeit, daB ein beliebig heraus- 
gegriffenes Bauelement langer als die Zeit t lebt 
(a mittlere Lebensdauer). 

Die Wahrscheinlichkeit fiir eine Anlagenlebens- 
dauer > Tt ist dann, wenn man die Lebensdauern der 
Bauelemente als voneinander unabhangig ansieht, 


T 


P{>r} Sieeal =e aN: (14) 


Die Anlagenlebensdauer gentigt also einer Ex- 
ponentialverteilung mit dem Mittelwert a/N. Die 
durch a/N dividierte Lebensdauer ¢ der Anlage ge- 
niigt dann einer Exponentialverteilung mit dem 
Mittelwert eins: 

t xO 
“ieee Tee ane 

Nun wird eine Stichprobenmenge von M Bau- 
elementen betrachtet, die zum Zeitpunkt to = 0 der 
iiblichen Belastung ausgesetzt werden. 

Die Wahrscheinlichkeit, daB bis zum Zeitpunkt ty 
keines dieser Elemente ausfallt, ist 


t, \M tubs 

is 7) —e 4M : 

d.h. die Zeitdauer bis zum ersten Ausfall ge- 

niigt einer Exponentialverteilung mit dem Mittel- 
wert a/M. 

Ersetzt man das erste ausgefallene Element so- 
fort wieder durch ein neues, so geniigt die Zeitdauer 
vom ersten Ausfall bis zum zweiten Ausfall wieder 
einer Exponentialverteilung mit dem gleichen Mit- 
telwert a/M, usf.: 
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Die Ausfallabstinde geniigen einer Exponen- 
tialverteilung mit dem Mittelwert a/M, wenn 
jedes ausgefallene Element sofort durch ein neues 
ersetzt wird. 


Insgesamt mogen n Ausfalle abgewartet werden. 
Bezeichnet man den Ausfallabstand zwischen dem 
(vy —1)-ten und »-ten Ausfall mit #, (vy = 2,...,n; 
t; Zeitdauer bis zum ersten Ausfall), so stellt der 
Mittelwert aus den ¢, (vy = 1,..., ) einen Schatz- 
wert fiir a/M dar. Den Schatzwert t* fiir die mitt- 
lere Anlagenlebensdauer a/N erhalt man daraus 
durch Multiplikation mit M/N, wie dies in For- 
mel (5) angegeben ist. 

Die GréBen 


genugen offenbar wieder einer Exponentialvertei- 
lung mit dem Mittelwert eins, denn es ist 


Aaa ap walM 
tae Greta a= Ps = sal =e VM =e. (16) 

Das arithmetische Mittel der t geniigt dann einer 
Verteilung mit der Dichte 


1< (waxje-t ee 
p}2 Somat an pe i) 

(Die Formel (17) beweist man durch n-fache Fal- 
tung der Exponentialverteilung, z. B. mit Hilfe der 
vollstandigen Induktion.) 

Jetzt werden die Lebensdauer ¢ der Anlage und 
der Schatzwert t* als ZufallsgroBen betrachtet. Ge- 
sucht ist die Wahrscheinlichkeit, daB ¢/t* groBer 
als x wird (x > 0 beliebig vorgegeben). 


Nun ist 
Je é Se : Ze (18) 
(Ee ah aN ain 
Hierin genigt ° einer Exponentialverteilung 
a 


mit dem Mittelwert eins nach Gl. (15), und ist 


t* 
a/N 
identisch mit dem arithmetischen Mittel der t,, ge- 
nigt also nach Gl. (17) einer Verteilung mit der 


Dichte 


[* 
Paw =? 


Damit ergibt sich fiir P {t/t* > x}: 


elma} folie =] law >a] 


0 
=1 
=|» ol ean +2/n) dr, 
Nn — : 
0 


‘x 
Mit der Substitution nt [ aS A =y 
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ergibt sich hieraus 


t : il yn-t pa 
Ple>d=7 | ome ee 
0 


Das Integral hat den Wert eins, also folgt die zu beweisende Formel (6). , 
Die Verteilungsfunktion (6) ist tibrigens identisch mit der bekannten F-Verteilung mit N = 2 und 


K = 2n Freiheitsgraden. 


b) Die statistische Sicherheit S; des Testes 

Die Sicherheitsschranke ¢(S) fiir die Lebensdauer der Anlage sei mit Hilfe der Formeln (9) und (11) 
gewonnen worden. 

Es soll jetzt gezeigt werden, daB die dabei giiltige Wahrscheinlichkeit S; fiir eine richtige Prognose 
mindestens den geforderten Wert S hat und im allgemeinen auch dicht bei S liegt. Als richtig soll die 
Prognose gelten, wenn sich herausstellt, daB die Anlagenlebensdauer die Schranke ¢(S) tiberschreitet. 

Die Aussagesicherheit S$; lit sich auf folgende Weise abschatzen: 

Der durch die Stichprobe aus n, ausgefallenen Elementen zu gewinnende Schatzwert ¢;, gentige einer 
Verteilung mit der Dichte f,(z) (w= 1,...,m). Dann gilt fiir die Wahrscheinlichkeit S; einer richtigen 


Prognose 
m 


Dp Wey 


Sy = Joe J fala). fm (em) exp (1 S) ae: Cer ne CHR: (20) 
y= m = » ibe 
b=1 
Fiir f,,(v) ergibt sich (analog zu GI. (17)) 
[= lan _ ae 
nie Nia a ay : 
fala) =—- 4. Se oe (21) 


Pay aC rea A 


Aus Gl. (20) und Gl. (21) folgt mit den Abkiirzungen Ny/ay, = %, Mp Nyldy = An: 


m 


m = 
my Pond eae a 2 sis 
= =H} Tt by ee 4 vn en (Vie ses day...d%m. (22) 
ST 2 Ue 
Shae u=1 


Wegen exp(—x) > 1 — x folgt daraus die Ungleichung 


m —1 , NE Uribe” eee a fh Hd 
a Aux Nike fa m Ly 
Spe lla usu) O Uwe ber Re ® fe We: mes (nm. — 1)! 
aa yt ages) pe: = ween 
0<2,,< co 
ed eh yy 0<2#),<0o 2a 
M=1,..., m 


Das erste Integral ist gleich eins, also folgt 


m 10 Cig LE =i 1! Bgl 8 HF 
1—81<(1—S)} D) m a (24) 
wk - 
0<a,<00 2 Mein 
w=1,..., m D 
: . m ih 
Dieses Integral ist nicht elementar zu berechnen. Darum wird jetzt die Funktion > 1/x,) durch 
eine in d 2 Li i ie j ons 

1 den x, lineare Funktion f(x1,...,%m) ersetzt, die im Punkte Xu = lfotu (wu =1,..., m) nebst ihren 


m = 1 
ersten partiellen Ableit i Rbercie re fate : 
partiellen Ableitungen mit (Sy “| tbereinstimmt. Man erhilt fiir diese Funktion den Ausdruck 


Tae | (25) 
(3+) 
p=) 
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Durch vollsténdige Induktion beweist man, daB stets 


gilt. Damit folgt aus der Ungleichung (24) 


—_ Sy <i Hees pe ; 2 | ll Re (Agen) Pa —A, 2% 


m 2 2 (Se Re iy 
.y eet lnyesa. 1 (je) 
yet Xu 0<2,,<oo 
“u=1 eo heores m 
1 S = n m a 1 
ae < bag (Au Xu)" =) yi 
Stas cal | Via bs -@ un da heb fa (A, 1) eda, st (27) 
= (m — 1) a5) Tey 
ps Hu po v+ Mh =O 
u=1 
m 
1 
9 
Pie 
— b= Peete: 
oz (1 S) m = S 
ps Xu 
“u=1 
oder SiN. (28) 


Damit ist gezeigt, daB die wirkliche statistische Sicherheit S; stets gréBer als die geforderte statistische 


Sicherheit S bleibt. 
Grenzfille 


Fir zwei Falle laBt sich die Aussagesicherheit S; leicht genau angeben: 


a) m = | (lauter gleichartige Bauelemente), 


b) mu = cc, w= 1,..., m (die mittleren Lebensdauern 1/x, der Teilanlagen sind genau bekannt). 


Fur den Fall a) gilt mit n V/a=A 


co 


2 dO iat 
s= [Ore e ac 
0 
12 §\ |2-1 
ee we os 
a 1— S\* a(1 + = (n—1)! . hos 1— s\n 
“eee (le as 
N nN 


Fir die tiblichen Werte von S (S = 0,9) liegt 
dieser Wert S; sehr nahe bei S. Fiir S = 0,9 liegt 
er z. B. zwischen S; = 0,909 (bei » = 1) und S, 
= 0,905 (bei n = oo). Fir S > 0,9 ist die Abwei- 
chung noch kleiner. 

Im Fall b) sind die Schatzwerte t/ genau gleich 
den GréBen 1/x,. Es gilt 


S; = exp (1 


Man erhalt bei S = 0,9 
S1, = 0,905 


und fiir S > 0,9 noch kleinere Abweichungen. 

Man sieht, da& sich in zwei Fallen die geforderte 
und die wirkliche statistische Sicherheit praktisch 
decken. Und mit wachsenden n, (zunehmendem 
MeBmaterial) strebt Si gegen e~9-%) w S. 


(Anmerkung: Benutzt man zur Konstruktion der 
Sicherheitsschranke ¢(S) die Funktionen P» (a) nach 
Gl. (6) ohne die Vernachlassigungen des Abschnit- 
tes 3, so ergibt sich fiir die Falle a) und b) genau 
Sr—sS:) 

Im folgenden Abschnitt wird der Vollstandigkeit 
halber noch ein allgemeiner Ausdruck fiir S, fiir den 
Fall angegeben, da man die Funktionen P» (x) 
wirklich zur Konstruktion von ¢(S) benutzt. 


c) Die statistische Sicherheit S, bet Verwendung der 
Funktionen Py (x) 


Der Schatzwert t/, sei in der in Abschnitt 3 be- 
schriebenen Weise bestimmt worden. Fir jeden 
Zeitpunkt t mit + = at}, ergibt sich dann ein be- 
stimmter Funktionswert 


1 i 
Pn, (2) a ce 


; mar = Fu(z). (29) 
rep ey 
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Der rechte Ausdruck ist eine Funktion der Zeit 7, 
und zwar eine durch Zufall, namlich durch die Zu- 
fallsgrdBe t} bestimmte Funktion. 

Im Fall m = 1 bestimmt man t = t(S) so, daB 
F,,(t) =S wird, also durch 


1 
( tha)** 
14+— 
Nn 


Im Fall m > 1 wird eine entsprechende Zufalls- 
funktion definiert durch 


ace (30) 


F(t) =11 F, (2). (31) 
w=1 

F(t) ist (wie die F,,(t)) eine monoton fallende 

Funktion. Es 1a8t sich also wieder eindeutig ein 
t =t(S) bestimmen, so daB 


F(xy)=S8 (32) 


wird. Die Sicherheitsschranke mége gleich diesem 
t(S) gesetzt werden. Wir fragen nach der zugehori- 
gen Aussagesicherheit Sj. 

Es sei p {¢(S) = +} die Wahrscheinlichkeitsdichte 
dafiir, daB die durch den Test bestimmte Sicher- 
heitsschranke ¢ (8) gerade auf die Stelle t fallt. Dann 


ist a 
te DY La) 


Sas (Worle (S\iaix) am de a (33) 
0 
Durch partielle Integration folgt daraus 
™m™ 
m co x ra my 
pee ‘2 wa} | P{t(S)>t}e “” dr. (34) 
u=1 (0) 


Darin ist 
P {t(S) > 7} = J p{t(S) =y} dy 


die Wabhrscheinlichkeit, daB ¢(S) auf eine Stelle >t 
fallt. Sie ist gleich der Wahrscheinlichkeit, daB 

ae 

F(t) =11F,(t1)>8 

w=1 

ist. 
Bezeichnet man mit 
P{P u(t) = xu} 
die Wahrscheinlichkeitsdichte dafiir, daB8 bei vor- 
gegebenem Tt RP a 
u(T) = Xp 
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ist, so gilt also 


P {t(S) >t} = [TT pirate) <2) da. (35) 


Die Dichte p {F,(t) = x} berechnet man als Ab- 
leitung der Wahrscheinlichkeit 


0 
* Tx,h 


P{F,(t) S%} = a =o al (36) 


Ca I/ny, 


die sich mit Hilfe von GI. (17) berechnen 148t. Man 
erhalt fir P {t(S) > 7} dann 


BAN S\e te (37) 
Te —s es 
Se i [Png At, ene dae 
=1 
let Die tite f 
p=l1 Il Ly >S 
p=1 
S<a,51 
mit 
Q 
ere ia ui 
Un = Up (Lu) = (1 : a) ? 23 Ny 
mee tt (jaa 


Aus den Gl. (34) und (37) folgt nach einigen Um- 
formungen 


m m 24, 
rl >) Xu ! oun ea Oe 
u=1 p=1 (1 — x2) ol 
isis m mm rt+1* 
Ku 
TT ny! |. (>) ma ,) (38) 
B=1 Il t,>S w=1 
H=1 
Set aS & 


Fir die beiden Falle m = 1 und m = 0 (u = 1, 
..., m) ergibt sich genau die statistische Sicherheit 
S; = S. In allen anderen Fallen ist das Integral (38) 
nur mit groBen Schwierigkeiten zu berechnen. Fiir 
die Praxis wird man daher das in Abschnitt 3 an- 
gegebene Verfahren anwenden mit der in Ab- 
schnitt b) des Anhangs gegebenen Abschatzung 
von 8}. 
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Hine vereinfachte Theorie der eindimensionalen Elektronenstrémung wird entwickelt, die sich 
auf die makroskopischen Transportgleichungen fiir Teilchendichte und Impuls stiitzt (hydro- 
dynamische Grundgleichungen). Der Vergleich verschiedener Naherungsmethoden legt die An- 
nahme konstanter kinetischer Temperatur der Elektronen nahe. Die Gleichungen der raum- 
ladungsbegrenzten Diode lassen sich unter dieser Annahme sowohl fiir den stationaren als auch 
fur den nicht stationaren Fall in geschlossener Form lésen. Die verschiedenen Typen der isothermen 
Strémung werden diskutiert. Die Randbedingungen zur Lisung des Admittanzproblems ergeben 
sich durch Betrachtung der Raumladungsdichte in der Kathodenebene. Die Lésung des stationaren 
Falles steht in guter Ubereinstimmung mit der Theorie von Lancomurr. Die fiir beliebige Fre- 
quenzen berechnete Diodenadmittanz wird mit mehreren experimentellen Ergebnissen verglichen. 
Es zeigt sich, daB auch in diesem Fall eine gute Naherung erzielt werden konnte. 


A simplified theory of one-dimensional electron flow is derived which is based on the macro- 
scopic transport equations of particle density and momentum (hydrodynamical fundamental 
equations). A comparison of different approximation methods suggests the assumption of constant 
kinetic temperature. Introducing this assumption, the equations of the space charge limited diode 
can be solved analytically for the stationary as well as for the non-stationary case without further 
approximation. The different types of isothermal flow are discussed. The boundary conditions for 
the admittance problem are found by considering the space charge density in the cathode plane. 
The solutions of the stationary case are in good agreement with Lanemurr’s theory. The diode ad- 
mittance calculated for arbitrary frequencies is compared with some experimental results. It turns 
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out that a fair approximation could be achieved also in this case. 


Einleitung 


Die groBen Fortschritte, die in den letzten Jahren 
bei der Berechnung des Verhaltens raumladungs- 
begrenzter Dioden erzielt wurden, beruhen auf der 
Anwendung der Dichtefunktionsmethode [12], [17], 
[21], [22], [23]. Die Einfliisse der Geschwindigkeits- 
verteilung, der Raumladung und der endlichen Elek- 
tronenlaufzeit wurden in diesen Arbeiten ohne Nahe- 
rung beriicksichtigt. Jedoch ist noch keine analyti- 
sche Lésung gelungen, vielmehr beschranken sich 
alle Ergebnisse auf numerische Beispiele, die unter 
Zuhilfenahme von Rechenmaschinen gelést wurden. 
Daraus ergibt sich das Bediirfnis nach einer ver- 
einfachten Theorie. Bisher steht jedoch im Lauf- 
zeitgebiet nur die Behandlung der Raumladungs- 
diode einheitlicher Elektronengeschwindigkeit zur 
Verfiigung, die sich wiederholt als zu grobe Nahe- 
rung erwiesen hat. 

Ein Ausgangspunkt bei der Suche nach einer ver- 
besserten Naherung findet sich in den Transport- 
gleichungen fiir die Ladung, den Impuls und die 
Energie, die neuerdings von BERGHAMMER und 
Broom [2] erfolgreich verwendet wurden. Da diese 
Gleichungen jedoch keine vollstandige Beschreibung 
der Elektronenstrémung gewdhrleisten, sind zu- 
stitzliche Annahmen erforderlich. HAHN [8], PARZEN 
[15] und Parzen und GoxpsTEtrn [16] zogen zu 
diesem Zweck die Hypothese konstanter kinetischer 
Temperatur der Elektronen heran (isotherme Str6- 
mung), die sie mit dem Hinweis auf den EinfluB der 
ElektronenstéBe plausibel zu machen suchten. Es 
wurde jedoch gezeigt [1], [10], [13], daB dieser Ein- 
fluB unter den in Vakuumréhren herrschenden Be- 
dingungen vernachlassigbar ist. Auch die Beriick- 


sichtigung weiter entfernter StoBpartner andert 
dieses Resultat nicht [19]. Ungeklarte experimentelle 
Ergebnisse [3], [5], [24] konnen nach [1] nicht auf 
StoBe zuriickgefiihrt werden. GaBor [6] zeigt am 
Beispiel des Niederdruckplasmas, wie auch ohne 
den Einflu8 von St6Ben ein Temperaturausgleich 
zustande kommen kann. 

Fir die Brauchbarkeit der isothermen Naherung 
ist aber nicht der Temperaturverlauf in der Diode 
allein ausschlaggebend, sondern vielmehr die Be- 
schreibung des Hochfrequenzverhaltens, die diese 
Theorie liefert. Wenn es gelingt, das Verhalten der 
Diode wesentlich besser wiederzugeben, als dies die 
Berechnung unter Vernachlassigung der Geschwin- 
digkeitsverteilung erméglicht, dann ist die Nahe- 
rung sinnvoll. 

Ein Mangel der isothermen Theorie in der bis- 
herigen Form [8], [15], [16] liegt darin, daB keine 
Lésungen in geschlossener Form aufgefunden wer- 
den konnten, so daB sie an Kinfachheit viel zu wiin- 
schen iibrig laBt. 

Die vorliegende Untersuchung soll zeigen, dal 
sich sowohl fiir den Gleichstromfall als auch fiir 
beliebig hochfrequente Vorgange handliche Lésun- 
gen der isothermen Diodentheorie angeben lassen. 
Die Admittanz der Diode wird aus diesen Ergeb- 
nissen berechnet und durch Vergleich mit experi- 
mentellen und theoretischen Ergebnissen anderer 
Autoren gezeigt, da eine gute Naherung vorliegt. 


1. Dichtefunktionsmethode und hydrodynamische 
Grundgleichungen 


Um die Geschwindigkeitsverteilung in einer Elek- 
tronenstrémung beriicksichtigen zu kénnen, mu 
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man die Raumladungsdichte in die Beitrage aus 
verschiedenen Geschwindigkeitsklassen zerlegen. An 
die Stelle von 9 tritt die Dichtefunktion f(z, ¥, ¢) 
(eindimensionale Strémung, alle Vorgange hangen 
nur von einer Ortskoordinate z ab). f(z, v, #)dzdv ist 
die auf die Einheit des Str6mungsquerschnittes be- 
zogene Anzahl jener Elektronen, die sich zur Zeit ¢ 
zwischen z und z + dz befinden und Geschwindig- 
keiten zwischen v und v + dv haben. Raumladungs- 
dichte und Konvektionsstrom sind durch f gegeben: 


0 abe seyehaws J=—cef vf(z,v,t)dv. (1) 


Zur volistandigen Beschreibung der Stro6mung sind 
auBer entsprechenden Randbedingungen folgende 
zwei Beziehungen erforderlich: 


1. Das Liouvillesche Theorem, das man als eine Ver- 
allgemeinerung der Kontinuitatsgleichung auf- 
fassen kann. Es besagt, daB unter Vernachlassi- 
gung von StoBprozessen die totale zeitliche Ab- 
leitung von f verschwindet : 


O)auectiz O/ apn Of a 
dt dz | dt dv | 


0. (2) 


2. Die Divergenzgleichung fiir die elektrische Feld- 
stairke 
oH 
€0 ran = 0. (3) 
Fiihrt man in Gl. (2) dz/dt = v und dv/dt = -—nE 
ein und driickt in Gl. (3) o gemaB Gl. (1) durch die 
Dichtefunktion aus, dann erhalt man zwei Glei- 
chungen fiir die Funktionen f(z, v, ¢) und H(z, t): 


of of Chet 
hd oar ue mye (4) 
oH = 
NE =—eJ fav. (5) 


Ks ist leicht, fiir eine physikalische GroBe X (v), die 
nur von der Geschwindigkeit abhangt, eine makro- 
skopische Tyransportgleichung aus Gl. (4) zu ge- 
winnen. Man multipliziert Gl. (4) mit X(v) und 
integriert ttber den Geschwindigkeitsraum. So er- 
halt man die in der Gastheorie als Maxwellsche 
Transportgleichung bekannte Beziehung 


@ 
ot 
Die Querstriche bedeuten ,,lokale Mittelwerte‘‘, die 


nur von z und ¢ abhangen: 


co 


i X f dv 
es eae (7) 
| fade 


—oo 


ns hype dX 
(0. X) 2 5, (eX) S/R ecrpt (6) 


Die Gesamtheit der Transportgleichungen fiir X = 
CEN (toes Oa arene) 


a; = A ee: marke , 
aa (0 vk) + 3p (0 okt) +. no HL kvk¥1=—0 (8) 
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ist der Gl. (4) aquivalent. Man wird jedoch unter 
Beriicksichtigung aller dieser Gleichungen kaum 
eine Vereinfachung erreichen. Hine vereinfachte 
Naherung kann sich hingegen auf einen Teil der Be- 
ziehungen (8) stiitzen. Die Unvollstdndigkeit der 
Beschreibung muB dann durch zusdtzliche An- 
nahmen beseitigt werden. 

Es ist naheliegend, die , hydrodynamischen 
Grundgleichungen“, d. h. die Transportgleichungen 
fiir Ladungsdichte, Impuls und Energie der Elek- 
tronen heranzuziehen. Sie ergeben sich aus Gl. (8) 
fiir k = 0; 1 und 2 und lauten 


00 Cee 

a a 9 
ot i Oz (0 v) 0; ( ) 
0 


z hy |) ee a 
5 (0%) + a (ov) + neH=0, (10) 


Ch i OP eas ES 
= (0?) +> (908) +290 H3=0. (11) 
Trennt man die Beitrage, die durch den Einflu8 der - 


Geschwindigkeitsverteilung zustande kommen, von 
den iibrigen, dann findet man aus Gl. (10) und (11) 


C0 eeLOe 1 @.. —- 
—- ).—- = i .9))2 
af tg Es te ee 
0 = 0 ei re i 
= lev — a] + a [ew — a8 + edo —w] = 
—_ dv 
2 Oppel 
ov —vr (13) 


An Stelle des zweiten Momentes der Geschwindig- 
keitsverteilung kann man die longitudinale Tem- 
peratur 7’ der Elektronen einfiihren: 

Shas (14) 
fi 8 (v—v)? (k Boltzmannsche Konstante). 

Unmittelbar vor der Kathode hat das Elektronen- 
gas eine Geschwindigkeitsverteilung, die von der 
im thermodynamischen Gleichgewicht herrschenden 
nur wenig abweicht. Im Potentialminimum ist der 
Zustand vom Gleichgewicht weit entfernt. Bei der 
Beschleunigung der Elektronen zwischen Potential- 
minimum und Anode wird schlieBlich eine Stré- 
mung mit nahezu einheitlicher Geschwindigkeit er- 
zeugt, also eine geordnete Bewegung, die im Gegen- 
satz zum thermischen Gleichgewicht steht. Daraus 
folgt unmittelbar, da die kinetische Temperatur 
von der thermodynamischen Temperatur stark ab- 
weichen wird. Trotzdem ist es zweckmaBig, sich der 
Schreibweise (14) zu bedienen. 

Die Gleichungen, die den Ausgangspunkt der 
,makroskopischen‘* Naherungsrechnung _ bilden, 
fassen wir unter Einfiihrung des Konvektions- 
stroms J und der longitudinalen kinetischen Tem- 
peratur 7’ nochmals zusammen: 


0H 
UB ae 1 (15) 
J = O00) (16) 
ih est 
rae ae car =0, (17) 


7 


, 


4 


é. 
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Ov e Ov IG) Veoh 
Ae ore nB—— 5-(—e) (8) 
0 (=e a] fe kT ov 
ot \ m cee oz \ m ie m oe Oe 
= — =-|oe(v—r)3] (19) 


Fiir verschwindenden EinfluB der Geschwindig- 
keitsverteilung wird 7’ = 0 und (v—%)3 = 0, so 
da obige Gleichungen unmittelbar in die ent- 
sprechenden, aus der Theorie einheitlicher Ge- 
schwindigkeit bekannten tibergehen. Im Fall ein- 
heitlicher Geschwindigkeit beschreibt das Glei- 
chungssystem die Strémung vollsténdig. Im all- 
gemeinen Fall fehlt jedoch eine Gleichung, da es 
nicht mdglich ist, die Strémung nur durch die 
ersten drei Momente der Geschwindigkeitsverteilung 
v, (v — v)?, (v — v)3 exakt zu beschreiben. 


Folgende Naherungen sind bekannt: 


a) In der Theorie einheitlicher Geschwindigkeit 
wird 7 = 0 gesetzt. 

b) In der isothermen Theorie wird T réumlich und 
zeitlich konstant angenommen, so daB 7’ mit der 
Kathodentemperatur 7’, iibereinstimmt [8], [15], 
[16]: 


I (20) 


c) In Analogie zur Hydrodynamik bezeichnet man 
kT o0/m als Elektronendruck p. Die Naherung b) 
wird manchmal [11] dahingehend verallgemei- 
nert, daB p einer Potenz der Raumladungsdichte 
proportional gesetzt wird 


kT 


j= = 0 = const 0%. (21) 
Man nennt Gl. (21) den ,,[sentropen-Ansatz“. 
a = | ist der isotherme Fall. 

d) Bei allen bisher erwaihnten Naherungen braucht 
man Gl. (19) nicht heranzuziehen. Wenn die 
Streuung der Geschwindigkeiten im Vergleich zur 
mittleren Geschwindigkeit geniigend klein ist, 
dann kann man hingegen in Gl. (19) das dritte 
Moment (v — v)3 vernachlassigen und den Tem- 
peraturverlauf berechnen [2], [4]. Fiir den zeit- 
unabhangigen Anteil der Temperatur erhalt man 
einen isentropen Verlauf (Gl. (21)) mit « = 2: 

T v2 = const. (22) 


2. Die kinetische Temperatur in der Diode 


Es wurde schon darauf hingewiesen, da die 
durch GI. (14) definierte kinetische Temperatur in 
der Diode von der thermodynamischen Temperatur 
stark abweichen kann. Das Nichtvorhandensein des 
thermodynamischen Gleichgewichtes bringt es ferner 
mit sich, daB die Energie der ungeordneten ther- 
mischen Bewegung richtungsabhangig ist. Wenn in 
einer eindimensionalen Strémung keine Krafte vor- 
handen sind, die auf die Erzeugung des thermischen 
Gleichgewichtes gerichtet sind (StoBkrafte), dann 


‘ 
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wird sich die kinetische Energie der ungeordneten 
Bewegung, die senkrecht zur Strémungsrichtung 
erfolgt, nicht verandern, d.h. die ,,transversale 
Temperatur“ bleibt konstant. Das durch Gl. (14) 
definierte 7 muB als , longitudinale kinetische Tem- 
peratur® bezeichnet werden. (In Fallen, in denen 
mehrere Arten von Teilchen vorhanden sind, werden 
die Temperaturen fiir jede Teilchengattung ver- 
schieden sein.) 

Der Verlauf von 7 in einer raumladungsbegrenz- 
ten Diode wurde von PorrrzKy [18] aus der Theorie 
von Lanemurr berechnet. Es gilt 


T(z) = Te—mdk{d + V24[Um + U®]}, (23) 


wobei U (z) und v das elektrische Potential und die 
mittlere Geschwindigkeit an der Stelle z sind; Um = 
—U (zm). Das obere Vorzeichen ist fiir den Raum 
zwischen Kathode und Potentialminimum zu 
wahlen, das untere Vorzeichen gilt zwischen Mini- 
mum und Anode. Wir interessieren uns vor allem 
fiir den Fall starker Raumladungsbegrenzung 


Jo <Js 


(Jo Anodengleichstrom, J; Sattigungsstrom). In 
diesem Fall ist 


TT 1 
= O Oi = Viner, (25) 


~— Hee Jo = [2k Ie 
XGA Vie G ho aes i ? 
2m Js | ™m 26) 
Um|Ve == 0c/Om = 2J7s/Jo >i 


(der Index c bzw. m bedeutet, daB die entsprechende 
GroBe in der Kathodenebene bzw. im Potential- 
minimum betrachtet wird). 

Bei starker Raumladungsbegrenzung (GI. (24)) 
weicht die Geschwindigkeitsverteilung in der un- 
mittelbaren Umgebung der Kathode von der Max- 
wellschen Verteilung nur sehr wenig ab, da fast alle 
emittierten EKlektronen zur Kathode zuriickkehren. 
Die Raumladungsdichte o¢ ist nahezu unabhangig 
von der Tiefe des Potentialminimums und von 
jeder Storung innerhalb der Strémung, da der 
kleine Teil der Elektronen, der die Anode erreicht, 
im Vergleich zu der Menge der emittierten Elek- 
tronen vernachliassigt werden kann. Die mittlere 
Stromungsgeschwindigkeit v. ist sehr viel kleiner 
als die thermische Geschwindigkeit. Kinematisch 
betrachtet (abgesehen von der groBen Feldstarke in 
diesem Gebiet) ist das Elektronengas dem thermo- 
dynamischen Gleichgewicht sehr nahe. Seine ki- 
netische Temperatur stimmt mit der Kathoden- 
temperatur nahezu iiberein. 7’ nimmt in der Diode 
gegen die Anode hin monoton ab. Im Potential- 
minimum ist 


In geniigender Anodennahe, bei der die Geschwin- 
digkeitsverteilung nahezu vernachlassigt werden 
kann, gilt Gl. (22). Es ist dort 


Tw 5 Tek Te/eU (z)] = B T.[Up/U(2], (28) 
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so daB 7 an der Anode oft um mehrere Zehner- 
potenzen kleiner als 7c ist. Die Abnahme von T 
driickt die zunehmende Abweichung der Geschwin- 
digkeitsverteilung im Elektronenstrahl von der im 
Gleichgewichtsfall herrschenden aus. Der in Gl. (27) 
angefiihrte Wert Z'm ist auch die kinetische Tem- 
peratur, die im Sittigungsfall unmittelbar vor der 
Kathode herrscht. In diesem Fall ist die sprung- 
hafte ,,Abkiihlung“‘ des Elektronengases beim Aus- 
tritt aus der Kathode sehr ausgepragt, da wegen des 
Fehlens der zur Kathode zuriickkehrenden Elek- 
tronen die Geschwindigkeitsverteilung bereits un- 
mittelbar vor der Kathode stark vom Gleich- 
gewichtsfall abweicht (,,Halbe‘‘ Maxwellsche Ver- 
teilung). 

Bei der Beurteilung einer Naherung fiir den Tem- 
peraturverlauf mu8 auf den Raum zwischen Ka- 
thode und Potentialminimum («-Bereich) besonde- 
rer Wert gelegt werden, da hier der HinfluB der Ge- 
schwindigkeitsverteilung am groBten ist. Deshalb 
scheint die Naherung (22) wenig geeignet, da sie 
nach Gl. (26) auf nahezu verschwindende Tem- 
peratur im Potentialminimum fiihrt. Tatsachlich 
ist ja die Voraussetzung dieser Methode, da man 
(v — v)3 gegen v - (v — v)2 vernachlassigen kann, im 
a-Bereich nicht erfiillt. Carn [4] verwendet den 
Temperaturverlauf (22) fiir die gesamte Diode, doch 
diirfte dieses Verfahren aus den besprochenen 
Griinden kaum einem isothermen Ansatz vorzuziehen 
sein. Da die Temperatur im «-Bereich viel lang- 
samer abnimmt als die Raumladungsdichte 0, legen 
wir im folgenden die isotherme Naherung zugrunde. 
T = 0 (einheitliche Geschwindigkeit) und 7’ = T', 
(isothermer Fall) grenzen den wirklichen Tempera- 
turverlauf ein. Ferner wird im folgenden der zeit- 
abhangige Anteil der Temperatur vernachlassigt. 
Ob die letztere Vereinfachung, die sich bei der Be- 
rechnung der Diodenadmittanz sehr gut bewahrt, 
bei der Behandlung des Rauschproblems sinnvoll 
ist, erscheint fraglich. 


3. Die Gleichungen der isothermen Diodentheorie 


Die Ausgangsgleichungen, die im weiteren zu- 
grunde gelegt werden, wurden schon von ParzEN 
[15] aufgestellt. Sie ergeben sich aus Gl. (15), (16), 
(17) und (18) durch die vereinfachende Annahme 
raum-zeitlich konstanter Temperatur: 


Pvc To: (29) 
Gl. (18) lautet daher 
dv  _ dv kT. 00 
ay ve pet a mo dz ° me, 


Aus Gl. (15) und (17) folgt 
0H 
G60 arte ie Ae (31) 


wobei J der ortsunabhingige Gesamtstrom ist. 
Unter Benutzung der komplexen Schreibweise 
lautet der Stérungsansatz (kleine WechselgréBen): 


v= v0 + viexp (jet), (32) 
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E=£#)+ Eiexp(jot), (33) 
J =—Jo+ Jrexp(jot), (34) 
0 = 00+ a1exp(jomt), (35) 
I =—Jo+ Ihexp(j?). (36) 


Es ergeben sich folgende linearisierte Beziehungen 
fiir die komplexen Zeiger : 


i baa 
ip es ey (37) 
JOE0O 
ZR Ts 
* 38 
@1 jwo dz’ (38) 
1 ABEL 
rie (714 ve ae (39) 
o 00 jm dz 


Vath 
De rd oye a [ror $ ee Aalto 
Setzt man die ersten drei der obigen Beziehungen in 
die vierte ein, erhalt man eine Differentialgleichung 
hurr) 1- 
Die nichtlinearen Differentialgleichungen fiir den 
stationaren Fall sind: 


—Jo=c00v, (41) 
dz, 
00 —s Dee ? (42) 


dvo : kT. doo 
dz 


Eliminiert man go in Gl. (48) mittels Gl. (41), dann 
erhalt man 


_—n fo = (v 


— 7 Lo = vo (43) 


Moo dz - 


(44) 


Die Integration dieser Gleichung liefert unmittelbar 
das durch 


dU 
a= (45) 
definierte Potential Uo: 
Te 


2; 
240, = R= ‘ In vp + const. (46) 
Bei der weiteren Behandlung des Gleichstromfalles 
folgen wir einer Arbeit von LauBeEr [11]. 

Falls im Entladungsraum nur Elektronen vor- 
handen sind, ist g9 und daher dHo/dz immer negativ. 
Daher kann es héchstens ein Potentialminimum 
Eo = 0 geben. Ein Potentialminimum kann nach 
Gl. (44) nur dort vorhanden sein, wo entweder 


dvo p 
Hegeee re 


kT 
v0 = Vom = y= (48) 


gilt. LAUBER [11] bezeichnet vom als die kritische 
Geschwindigkeit, da ihr Auftreten im Strahl die 
Existenz eines Potentialminimums an derselben 


ist, oder 


iii 
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Stelle zur Folge hat, sofern dvo/dz endlich bleibt. 
Dieser Sachverhalt entspricht den Verhaltnissen in 
der Lanemurrschen Theorie: 

Fiir die an eine Gliihemission anschlieBende Elek- 
tronenstr6mung sind bekanntlich drei Betriebs- 
zustande zu unterscheiden: Raumladungsbegren- 
zung, Sattigung, Anlaufstrom. Im ersten Fall gibt 
es genau ein Potentialminimum; die mittlere Ge- 
schwindigkeit » wachst monoton von der Kathode 
bis zur Anode und nimmt im Potentialminimum den 
nur von der Kathodentemperatur abhdngigen Wert 


Gl. (26) oe 
ae 


an. Auch bei Sattigung und Anlaufstrom wachst v 
monoton. Im ersten Fall wird %, an der Kathode 
angenommen, im zweiten Fall an der Anode. In 
diesen Fallen ist zwar das Auftreten von ? nicht 
mit dem Erscheinen eines Potentialminimums ver- 
bunden, jedoch mit dem Divergieren von dov/dz, 
wobei dv/dz- (v2 — v2,) endlich bleibt. Allgemein 
kann die mittlere Geschwindigkeit in der Kathoden- 
ebene nur kleiner oder gleich vm sein. 

Die Ergebnisse der isothermen Theorie sind sofort 
verstandlich, wenn man einraumt, daB vom hier die- 
selbe Rolle spielt, wie vm in der Lanemurrschen 
Theorie: 

Bei Raumladungsbegrenzung ist dvo/dz iiberall 
endlich und positiv, wenn z. von der Kathode zur 
Anode gezahlt wird. Nach Gl. (44) wird dann im 
Potentialminimum die kritische Geschwindigkeit 
Vom angenommen. Ferner ist v im g-Raum kleiner 
und im /-Raum groBer als die kritische Geschwin- 
digkeit. Aus Gl. (44) folgt dann fiir den «Raum 
positives und fiir den 6-Raum negatives Ho wie bei 
LANGMUIR. 

Im Sattigungsfall tritt die kritische Geschwindig- 
keit an der Kathode auf. Dort wird aber auch 
dvp/dz = + 00, so daB nach Gl. (44) eine endliche 
(negative) Feldstarke méglich ist. dvo/dz ist tiberall 
positiv, vp ist auBerhalb der Kathodenebene iiberall 
groBer als vom, so daB nach Gl. (44) nur negative 
Feldstarken vorkommen. 

Fir Anlaufstromverhaltnisse ist vg in der Ka- 
thodenebene viel kleiner als die kritische Geschwin- 
digkeit, vp wachst monoton und erreicht vom in der 
Anodenebene. Dort ist dvg/dz = + 00; die Feld- 
stirke ist im gesamten Entladungsraum positiv. 

Erganzend mdégen noch einige weitere Falle an- 
gefiihrt werden, welche im Rahmen der isothermen 
Theorie denkbar sind. Ist vo iiberall groBer als vom, 
dann kann es keine Gliihkathode im Entladungs- 
raum geben. Dieser Fall wird durch die Elektronen- 
bewegung zwischen zwei Gittern realisiert und ent- 
spricht dem Anwendungsgebiet der Theorie einheit- 
licher Geschwindigkeit. Ein Potentialminimum 
kann nur auftreten, wenn dvg/dz verschwindet. Fir 
vp > vom sind die Gleichungen mit den aus der 
Theorie einheitlicher Geschwindigkeit bekannten 
identisch. Ein weiterer moglicher Fall ist dann ge- 
geben, wenn vo iiberall kleiner als vom bleibt. Dann 
muB der Strahl von zwei emittierenden Flachen be- 


ew 0,8 vom 
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grenzt sein, da in jedem Teil des Strahles vor- wnd 
riicklaufende Elektronen vorhanden sein miissen, 
Kin Potentialminimum liegt dort, wo vp ein Mazi- 
mum hat. Der Grenzfall, in dem vp im gesamten Ent- 
ladungsraum verschwindet (J9 = 0) tritt dann auf, 
wenn sich beide emittierenden Flachen auf gleicher 
Temperatur befinden und keine auBere Spannung 
an die Diode gelegt wird. In diesem Fall ist die iso- 
therme Theorie fiir stationdre Verhaltnisse keine 
Naherung, sondern die exakte Lésung. 

Aus den Gl. (42) und (43) 1a8t sich durch In- 
tegration die Beziehung 

re) 


De is Proll 0 V0m Vo 
0 E07) 

ableiten. Da im Fall der Raumladungsbegrenzung 

nach den obigen Ausfiihrungen das Auftreten des 

Potentialminimums Ho = 0 nur fiir vp = vom mog- 

lich ist, muB in diesem Fall 


Ped) (50) 


Vom 


& 
ow 
| 


49 
Vom v0 Sod 


sein. Durch Elimination von 2p mit Hilfe von 
Gl. (44) und unter Einfiihrung des dimensionslosen 
Geschwindigkeitsparameters w und der Plasma- 
frequenz im Potentialminimum pm 


J 
at Fea id tose (eta (51) 
Vom 0 €0 Vom 
erhalt man die Beziehung 
dw _ pm \2w (52) 
dz Vom WwW o- i} 


Es ist zweckmaBig und wegen des monotonen 
Verlaufes von vg unbedenklich, w an Stelle von z als 
unabhangige Variable einzufiihren. Verlegt man den 
Ursprung der z-Achse in das Potentialminimum, 
dann erhalt man durch Integration von Gl. (52) 
folgenden Zusammenhang von z und w: 


reas 
fy aes LN rename er (53) 
Opm 3 
Aus den Gl. (41), (49) und (46) folgt 
pel 
ie es (54) 
OV0m WwW 
my |/2zot0m wd _ 
_=teme Ee 
Uj] W 
Up = ™ (w2—1—2Inw) (56) 


(Nullpunkt des Potentials im Potentialminimum). 
Damit sind die wichtigsten physikalischen GroBen 
durch den Parameter w in geschlossener Form dar- 
gestellt. Nach Gl. (49) muB fiir alle an Gliihkathoden 
anschlieBenden Stromungen 


Oana? (57) 


erfiillt sein, da es einen Stromungsquerschnitt mit 
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positiv sein mu8. Halt man an der Bedingung wa = 1 (Index a bedeutet Anode, 
Index c Kathode) fest und lat c von + co bis — 2 variieren, dann iiberstreicht man das Anlaufstrom- 
gebiet bis zur Grenze gegen das Raumladungsgebiet (¢ = — 2: Potentialminimum in der Anodenebene). 
Mit c — — 2 erhalt man fiir alle we < 1 und wa > 1 Raumladungsdioden. Halt man we = 1 fest und 
lauft c von —2 bis -+ co, dann erfaBt man damit das gesamte Sattigungsgebiet. 

Im Anlaufstromgebiet und Sattigungsgebiet gilt 


2 sa 
heen "oman Vs Vw? +ew+1. (58) 


v9 = Vom gibt und £5 


(Hier und im folyenden sind alle Quadratwurzeln positiv zu ziehen; das obere Vorzeichen gilt immer 
fiir Anlaufstrom, das untere fiir Sattigung.) Wegen Gl. (58) und (44) ist 


dw @pm V2 
dee epi Li we? 


Vw2 + cw rah (59) 


Ist c + —2, dann ist z also nur mehr in Form von elliptischen Integralen in w darstellbar (Ausnah- 
men: c=+2, c=- co). Deshalb wurde die Einfachheit der Gesetzmafigkeiten des Raumladungsfalles 
lange nicht erkannt [8], [15] und erst von Lavpzr [11] hervorgehoben. Fiir 99 und Up gelten jedoch auch 
bei Sattigung und Anlaufstrom die einfachen Beziehungen (54) und (56). (Der Nullpunkt des Potentials 
ist immer in jene Ebene gelegt, in der w = | ist.) 


4. Der nichtstationare Fall bei Raumladungsbegrenzung 


Die Differentialgleichung fiir J;, die man aus den Gl. (37), (38), (39) und (40) erhalt, wurde bereits von 
PaRZEN [15] abgeleitet. Sie lautet 


v0 5 a CEE 1 Tan duo 35 dvo »\ dy ( Sri] 2v0 dvo J@ Vo 
Dee We Las us peels S Be: = 
jaJo Yom — 0) dz? Jo (5 dz jw dz 28] dz as \J@ E00 Jo dz Jo )n= 
mee (60) 
jmeoo 


Durch Einfiihrung der Variablen w an Stelle von z nach Gl. (52) und unter Verwendung der normierten 
Frequenz 2 gemaB 
w . af 
Q= : Opn = sx (61) 


WOpm €0 0 Vom 


erhalt sie die Form 
a2, dJ ei see 
2 w? (w—1) [> —(8—5 w—w 225.2) w oe + [(d—w 22) (w+ 1) + w)2w2jQ)J;=wtih. 


Die allgemeine Lésung von Gl. (62) kann in geschlossener Form angegeben werden: 


Jam gig {ns |Yalt+ 101%) + Jolt —jor/2e) (LO2) "| ep (jaya) (63) 


wobei J4 und JB komplexe Integrationskonstanten sind. Die mit Jg multiplizierte partikulare Lésung 
ist im Potentialminimum (w= 1) unstetig und mu8 — mindestens bei der Behandlung des Admittanz- 
problemes — ausgeschlossen werden: 


Jp=0. (64) 
Fiir £1, 01, v; und das Wechselpotential U, erhalt man 
#,2BG+ Q?w) —Ja(1 + jQ/2w)exp(—jOy2w) 


J@pméeoo Qw : he 
mp V2w —h + J4(1+j2V2w— Q2w) exp (—jQV2u) 
jovom Qw(w + 1) i ee 
pai on ee [V2 —j2 (w+ 1)| +74[(1 + 22) /2w + jQ2(w—1)] exp(—jey2w) 
Jo j23(w + 1) oe (SF) 
— U4 (w) 7 V2e it wt 3 nes 
aetiee + const = Teli ie + 22 3 ) + Jacxp (jo you) 22 i J - (68) 
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5. Randwertbedingungen 


Zur Bestimmung der Integrationskonstante J4 
ist eine geeignete Randbedingung erforderlich. Eine 
weitere Randbedingung ist fiir den stationaren Fall 
notwendig, da die Beziehung zwischen Strom und 
Spannung noch nicht festliegt. In letzterem Fall 
koénnte man unmittelbar aus der Maxwellschen 
Verteilung die Beziehung 


Jo _ ex a3 Uoe 
Js P Ur 


heranziehen. (Uo¢ bedeutet gemaB Gl. (56) die Tiefe 
des Potentialminimums, positiv gezaihlt.) Da uns 
aber vorwiegend der Fall starker Raumladungs- 
begrenzung (Gl. (24)) interessiert, kobnnen wir ohne 
nennenswerten Fehler einen anderen Weg beschrei- 
ten, der uns auch die zweite Randbedingung liefert. 

Da in unserem Fall fast alle Elektronen zur Ka- 
thode zuriickkehren, ist die Raumladungsdichte in 
der Kathodenebene nahezu unabhangig von der 
Anodenspannung und dem Anodenstrom. Sie ist 
fast ausschlieBlich durch die Emissionsfahigkeit der 
Kathode (Js) und die Kathodentemperatur 7’. be- 
stimmt. [hr aus der Lanemurrschen Theorie ab- 
geleiteter Wert ist nach Gl. (25) durch 


(69) 


— Cpe Vln Js (70) 
Vom 

gegeben; diese Gleichung liefert den Geschwindig- 

keitsparameter w in der Kathodenebene 

i ee gS 
pe Ae 

Tein 
(Die Randbedingung versagt natiirlich in der Nahe 
des Sattigungsgebietes, bei dem og, auf die Halfte 
des in Gl. (70) angegebenen Wertes absinkt.) 

Die eben angefiihrten Griinde fiihren weiter zu 
der Folgerung, daB der zeitabhangige Anteil der 
Raumladungsdichte in der Kathodenebene bei An- 
legen einer kleinen Wechselspannung an die Diode 
vernachlissigbar sein muB. Als zweite Randbedin- 
gung kann bei der Berechnung der Admittanz also 


Cie— 0 (72) 


(71) 


We = 


verwendet werden. 

Die Schwierigkeiten, die sich einer Anwendung 
der isothermen Theorie auf das Diodenrauschen ent- 
gegenstellen, sind durch den Umstand gekennzeich- 
net, daB die Schwankungsquadrate von g und ¥ in 
jedem Querschnitt divergieren, in dem Elektronen 
mit verschwindender Geschwindigkeit vorkommen. 
Selbst wenn der zeitlich veranderliche Anteil der 
kinetischen Temperatur auBer acht gelassen werden 
konnte, ware eine Beschreibung durch 9 und v bei 
gleichzeitiger Anwendung der Stérungsrechnung un- 
zulassig. In einer ,,hydrodynamischen“ Theorie des 
Rauschens miissen andere GréBen verwendet wer- 
den. 

Die Randbedingung (71) erméglicht eine Berech- 
nung der Tiefe des Potentialminimums Up, aus 


Gl. (56). Vernachlassigt man w? gegen eins, dann ist 


Uoe dlrs 27 Js 
= In —® + In |/ — w In — + 0,42. (73) 
Ug Sap a3 e Jo 
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Die Abweichung gegeniiber GI. (69) ist im Ver- 
gleich zu dem bei Anwendung der Theorie einheit- 
licher Geschwindigkeit entstehenden Fehler gering- 
fiigig. Das aus GI. (53) ableitbare Resultat fiir den 
Abstand des Potentialminimums von der Kathode 
lautet bei Einfiihrung des Lanemurrschen Para- 
meters & 


42 De oe 
Eo 3 (2 7)1/ \4 w3—|/ Te 
und unterscheidet sich um weniger als 20° von dem 
entsprechenden Wert nach LANGMUIR. 

Obwohl wir hier auf eine genaue Behandlung des 
Anlaufstromgebietes verzichten, sei bemerkt, daB 
die Randbedingungen (70), (71) und (72) sowie die 
Gl. (54) auch fiir diesen Fall giiltig sind und wegen 
Wa = | das isotherme Anlaufstromgesetz mit Gl. (73) 
ubereinstimmt. Uo¢ ist hierbei die positiv gezahlte 
Anodenspannung. 

Das isotherme Analogon zum Lanemurrschen 
Gesetz (Abhangigkeit des Anodenstromes J von der 
Anodenspannung Up) folgt aus Gl. (53) und (56) fiir 
w = wy. Hs lautet naherungsweise 


4 2Qv = 
Jom $2008 Type + 3y2|/ Ee), (75) 


(74) 


0a 


2, ist der Abstand zwischen Potentialminimum und 
Anode (entspricht also d—dm), Uoa ist die Poten- 
tialdifferenz zwischen diesen beiden Ebenen (ent- 
sprechend U, + U,). Im Korrekturglied steht hier 


3/2 an Stelle von 3 //x/2 bei Lanamurr. Zusammen- 
fassend kann man sagen, daB im stationaren Fall 
die isotherme Theorie eine gute Naherung darstellt. 


6. Die Admittanz der Diode fiir beliebige Frequenzen 


Aus Gl. (72) und (66) 1lé8t sich die Integrations- 
konstante J4 berechnen. Man erhalt 


Ih exp (j2Q V2 we) 


— —— ; (76) 
“= {iO Vou, 202m, 
Durch Einfiihren in Gl. (68) ergibt sich (77) 
Ui(w) sd I, V2w jw—1 ,wt+3 
aie + const = Ome mes + 0 ere) ae 


_ (Pw +iQw+ HEN 


jQw (1 + jQV2w.—Q? we) 
Die Admittanz Y der Diode ist durch 
1 Ui (Wa) ee U, (we) 

Y —I 
gegeben. Der zweite Term in der geschweiften Klam- 
mer von Gl. (77) stimmt nach Gl. (53) mit 
[22 © pm/, (vom 2w)| (z + const) 


iiberein. Daher ist der entsprechende Term in 1/Y 
gleich 1/(j@Cst), wobei Cs¢ die Kaltkapazitat der 
Diode bezeichnet. Daher stellt Gl. (78) die Serien- 
schaltung einer elektronischen Impedanz und der 
Kaltkapazitat dar. 


(78) 
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Gl. (78) ist ein relativ einfacher Ausdruck fiir die 
Admittanz planparalleler Raumladungsdioden bei 
beliebigen Frequenzen. Die Anwendung der stren- 
gen Theorie (Dichtefunktionsmethode) ist sehr kom- 
pliziert und nur mit Hilfe von grofen elektronischen 
Rechnern méglich [17]. Andererseits zeigen die be- 
kannten, leicht handzuhabenden Naherungen (z. B. 
[14]) nicht einmal qualitative Ubereinstimmung mit 
dem Experiment. Wir wollen nun alle verfiigbaren 
experimentellen Ergebnisse mit der isotherm be- 
rechneten Admittanz vergleichen. T. SEKIGUCHI[20] 
fiihrte an der Diode B-26 Admittanzmessungen nach 
der Ropertsonschen Methode durch. Bei dieser 
Messung wurden die Anodenspannung und damit 
der Anodenstrom variiert, wahrend der Elektroden- 
abstand und die MeBfrequenz konstant bleiben. Um 
die Transformationskonstanten des Vierpoles zwi- 
schen Bezugsebene und Diodenstrecke zu bestim- 
men, wurde eine Ersatzréhre verwendet. 


HKinige Daten der Diode B-26: 


Elektrodenabstand daa oe Omelent 
Kathodentemperatur J, =1150°K 
Kathodenoberflache o =0,164 cm? 
Sattigungsstrom Js =0,11 A 
Kontaktpotential 0,6 V 


Die MeBfrequenz betrug 4314 MHz. 


0 024m OME ONO antO8 


40 V 12 


Bild 1. Vergleich der gemessenen Admittanz der Diode 
B-26 ( ) mit den Ergebnissen der Theorie ein- 
heitlicher Geschwindigkeit ( - -), des Nahe- 
rungsverfahrens nach SEKIGUCHI (—— —) und der 
isothermen Theorie (A—a). 


In Bild 1 werden die MeBergebnisse mit der Theo- 
rie einheitlicher Geschwindigkeit, einem Naherungs- 
verfahren von SEKIGUCHI und der isothermen Theo- 
rie verglichen. Die Theorie einheitlicher Geschwin- 
digkeit stimmt nur im Anlaufstromgebiet mit den 
Messungen iiberein, im Raumladungsgebiet dagegen 
versagt sie vollkommen. Das Naherungsverfahren 
von SEKIGUCHI gibt den Verlauf der Admittanz 
qualitativ gut wieder. Die Suszeptanz B erreicht 
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jedoch nach dieser Theorie ein Minimum und wird 
negativ, wahrend die Messung mit steigender An- 
odenspannung einen monoton fallenden, aber immer 
positiven Verlauf der Admittanz ergibt. 

Die isotherme Theorie, die viel leichter auszuwer- 
ten ist als das Naherungsverfahren nach SEKIGUCHI, 
zeigt gute Ubereinstimmung mit dem Experiment. 
Wie erwartet, treten Abweichungen dort auf, wo die 
Bedingung (24) Jo <Js nicht mehr erfiillt ist. 

Ein ahnliches MefSverfahren wie es SEKIGUCHI 
verwendete, benutzten GUNDLACH und LONSDOR- 
FER [7]. Sie verwendeten zur Bestimmung der Uber- 
tragungseigenschaften des oben erwahnten Vierpols 
die thermische Ausdehnung der Kathode durch den 
Heizstrom. Die Messungen wurden an der Diode 
RCA 559 bei einer MeBfrequenz von 242 MHz durch- 


gefiihrt. 

Daten der Diode RCA 559: 
Elektrodenabstand Ca een merc 
Kathodenoberflache o =0,332 cm2 
Sattigungsstrom J; = 0,66 A 
Kontaktpotential 0,75 V. 


Die Ortskurven der elektronischen Admittanz 
sind durch Bild 2 gegeben. Ein Vergleich mit der 
gemessenen elektronischen Admittanz zeigt gute 
Ubereinstimmung. 


Bild 2. 


i sodepi der gemessenen ( 
rechneten elektronischen Admitta fa 
Diode RCA 559. oe fa: 


) und der be- 


HENNINGS [9] ver6ffentlichte interessante Admit- 
tanzmessungen an Dioden, die er zur Uberpriifung 
der Theorie von Pauckscu [17] durchfiihrte. Hzn- 
NINGS muBte eine Versuchsréhre verwenden, auf 
die die Berechnungen von PaucKscu anwendbar 
waren. Daher wurde der Elektrodenabstand der 
Diode zwischen 4- 10-3 cm und 50- 10-3 cm ver- 
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andert, wahrend die Frequenz (1,6 GHz, 2,4 GHz 
bzw. 4 GHz) konstant gehalten wurde. 


Daten der Versuchsdiode: 


Kathodentemperatur 7, = 1200°K 
Kathodenoberfliche o = 0,25 cm2 
Sattigungsstromdichte Js/o = 6 A cm-2 
Kontaktpotential O.6V= 


Die Bilder 3, 4 und 5 zeigen die Ortskurven der 
elektronischen Admittanz Ye. Diese ist definiert 


durch 
and pd be Bee — (79) 
Ye. wurde mittels 
en ok ee (80) 
vom 


Ge/Yo eet 
5 


Bild 3. 


Ortskurve der gemessenen elektronischen Admit- 
tanz der Versuchsréhre von HENNINGS (——-—), 
f = 1,6 GHz, Js/Jo = 435, und Vergleich mit der 
isothermen Theorie ( 
PAUCKSCH (-- - 


) und der Theorie von 
sg ) Js/Jo eo 66,7. 


Ortskurve der gemessenen elektronischen Admit- 
tanz der Versuchsréhre von HENNINGS (———), 
f = 2,4 GHz, Js/Jo = 190, und Vergleich mit der 
isothermen Theorie ( ) und der Theorie von 
PavcKscH (: - : +) Js/Jo = 66,7. 


Bild 4. 
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normiert. Der Parameter &, ist der LaNamutrsche 
Distanzparameter an der Anode. Um die Messung 
mit der Theorie von Pauckscu [17] vergleichen zu 
kénnen, muBte der Parameter P = 1] fii alle drei 
horven erhalten bleiben. 

P ist definiert durch 


(22)1/4 w 


P= : ; 
V2 pm 


(81) 


Jo wurde;bei jeder Messung durch Variation der 
Anodenspannung konstant gehalten. 


Ce /Yo = 
0) 5 10 


“oe 


Bild 5. Ortskurve der gemessenen elektronischen Admit- 
tanz der Versuchsréhre von HENNINGS (——~—), 
f =4 GHz, Js/Jo = 69,5, und Vergleich mit der iso- 
thermen Theorie ( ) und der Theorie von 


PAUCKSCH (+ + : +) Js/Jo = 66,7. 


Bild 6. Vergleich der Theorie von PAUKSCH (- - - -), 
Js/Jo = 66,7, mit der Theorie vonJ. MULLER ( 


Die Ubereinstimmung zwischen Theorie und Ex- 
periment ist fiir gréBere Elektrodenabstande sehr 
gut. Abgesehen von einem Zwischengebiet (Schleife) 
wird der prinzipielle Verlauf der Kurve auch fir 
kleine &,-Werte gut wiedergegeben, wahrend die 
Theorie einheitlicher Geschwindigkeit [14] dort vol- 
lig versagt (Bild 6). Trotz gewisser Abweichungen 
zeigt die isotherme Theorie bei einem verhdaltnis- 
mafig geringen Rechenaufwand einen guten EKin- 
blick in das Admittanzverhalten planparalleler 
Dioden. Jedenfalls ist diese Naherung besser als alle 
bisher bekannten Naherungsverfahren. Die Dichte- 
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funktionsmethode, die natiirlich viel verlaBlichere 
Ergebnisse liefert, wird wegen des groBen Rechen- 
aufwands wohl nicht immer herangezogen werden 
konnen. 


AbschlieBend méchten wir dem European Re- 
search Office, Frankfurt, fiir die Forderung dieser 
Arbeit bestens danken. Wertvolle Anregungen und 
Anteilnahme an dem Fortgang unserer Arbeit ver- 
danken wir Herrn Dr. J. BERGHAMMER (RCA, Prin- 
ceton), Herrn Dr. P. A. Lrypsay (General Electric 
Comp., Wembley) und Herrn Dr. K. Péscut (Sie- 
mens & Halske AG, Miinchen). 


Symbolverzeichnis 
ow Exponent im Isentropenansatz, 
£0 Dielektrizitatskonstante im Vakuum, 
n = e/m 
g Lanemurrscher Abstandsparameter, 
0(z, t), 0(Z), @, G0, 01 Raumladungsdichte, 
o Strémungsquerschnitt, 
@ Kreisfrequenz, 


pm = VnJo/ce0¥om Plasmafrequenz im Potential- 
minimum (isotherm), 
Q = w/pm normierte Kreisfrequenz, 


a (Index) Gré8e in der Anodenebene, 

A, B (Indizes) Kennzeichnung von Integrationskonstanten, 
Cst Kaltkapazitat, 

c Integrationskonstante, 

ce (Index)  Gré8e in der Kathodenebene, 

e Elektronenladung (positiv gezahlt), 


H(z, t), Ho, Hy elektrische Feldstarke, 
f(z, v, t), f(z, v), f Dichtefunktion, 
I(t), I, I, Gesamtstrom, 

j=V-1 


J (z, t), J, Jo, J; Konvektionsstrom, 


Js Sattigungsstrom, 

Jo Anodengleichstrom, 

k Boltzmannsche Konstante, ganze Zahl, 
m Elektronenmasse, 

m (Index) Gréfe im Potentialminimum, 

n Teilchendichte, 

t Zeit, 

op} longitudinale kinetische Temperatur, 
Ts Kathodentemperatur, 


Uo(z), Uo, U1 elektrisches Potential, 

Uy = kT./e Temperaturspannung, 

v axiale Geschwindigkeitskomponente, 

V, VO» V1 mittlere Geschwindigkeit in Achsenrichtung, 
vom = Vk TF o/m ’ 

w = vo/vYom, 


X(v) 


nur von v abhangige GréBe, 
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V4 Diodenadmittanz, 

Woes t= jo Cst, 

Yo Bezugsadmittanz, 

Zz Ortskoordinate, 

0 (Index) zeitunabhangiger Anteil, 

1 (Index) komplexer Zeiger, 

A(z, v, t) lokaler Mittelwert der Funktion A (gemittelt 


iiber die Geschwindigkeitsverteilung). 
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Die diesjahrige und 8. J ahrestagung der Fernseh-Technischen Gesellschaft (FTG) ist 


fiir die Zeit yom 12. bis 16. September 1960 in Stuttgart festgelegt worden. Die Organi- 


sation des Vortragsprogramms hat wie in den vergangenen Jahren Professor Dr. 


R.. Tues vom Institut fiir Rundfunktechnik in Miinchen iibernommen. 
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Das Gausssche Prinzip des kleinsten Zwanges, 
angewendet auf elektrische Netzwerke 


Von ALEXANDER VON WEISS, Niirnberg 


(A.E.U. 14 [1960], 235-236; eingegangen am 3. Mirz 1960) 


537.313 


Es wird gezeigt, daB das Gausssche Prinzip des kleinsten Zwanges auch in der Elektrotechnik 
befriedigt wird. Auf elektrische Netzwerke angewendet, fiihrt es auf die beiden Krrcunorrschen 


Satze. 


It is shown that Gavss’s principle of least constraint is satisfied in electrical engineering as well. 
Adopted to electrical networks it leads to the two theorems of KircHHorr. 


Unterliegt die Bewegung eines Massenpunktes 
keinen Beschrinkungen in Form von bestimmten 
Bedingungen, z. B. daB die Bewegung an eine Flache 
oder Kurve gebunden sein soll, so betragt die Be- 
schleunigung des Massenpunktes der Masse m 

r= Fim, 

wobei F die auf den Massenpunkt wirkende Kraft 
ist. Sind dagegen noch zu erfiillende Nebenbedin- 
gungen vorhanden, so tiben diese auf den Massen- 
punkt einen Zwang aus, so daB r+ F/m. Als Mab 
fiir den Zwang Z beim Vorhandensein bestimmter 
Nebenbedingungen definierte Gauss [1] das mit der 
betrachteten Masse multiplizierte Quadrat der Dif- 
ferenz zwischen der tatsachlich auftretenden Be- 
schleunigung und der Beschleunigung F/m des freien 
Massenpunktes ohne Bindungen an Nebenbedin- 
gungen. Somit wird 


n f i 
Pia > m,(% — 
v=1 


My 


2 n 
F,] =>! : (m, r, — F,)2. (1) 

/ y=1 ™M, 

Sollen nun im betrachteten System Lage und 
Geschwindigkeit des Massenpunktes ebenso wie die 
wirkende Kraft und die Massen unverandert blei- 
ben, dagegen lediglich die Beschleunigung variiert 


werden, so da 
be Ok = 0.4.6r= sr =0;, ér+0, (2) 
und wendet man diese ,,GAusssche Variation‘ auf 


Gl. (1) an, so erhalt man das Gausssche Prinzip des 
kleinsten Zwanges [1], [2] 


éZ = oF b= 2d m,(¥,— F,) 8% — 
or y=1 y 
oder 6Z = >| (m,r, — F,) Fr =0. (3) 
v=1 


Dieses Prinzip besagt, daB die durch die auf eren 
Zwangskrafte einem Massenpunkt aufgezwungene 
Abweichung gegeniiber der ,,freien“’ Bewegung ver- 
glichen mit allen bei Hinhaltung der Nebenbedin- 
gungen moglichen Bewegungen stets so erfolgt, daB 
der Zwang ein Minimum ist. 

Da dieses Prinzip von einem beliebigen Augen- 
blickszustand des betrachteten Systems ausgeht 
und diesen mit einem Nachbarzustand vergleicht, 
ist es ein Differentialprinzip. Gauss bezeichnete es 


als ein allgemeines Grundgesetz der Mechanik. In 
der Tat ist es ein Prinzip von groBer Tragweite, es 
ist dem D‘ALEMBERTschen Prinzip gleichwertig und 
kann auch aus diesem gewonnen werden [3]. In der 
Mathematik ftihrt es als Gausssches Ausgleichs- 
prinzip (Methode der kleinsten Quadrate) auf den 
arithmetischen Mittelwert. Man darf daher anneh- 
men, da das Gausssche Prinzip des kleinsten Zwan- 
ges auch in der Elektrotechnik befriedigt wird und 
wie im folgenden gezeigt werden soll, bekannte 
Grundgesetze in neuer Sicht erscheinen lassen wird. 
Aus Gl. (1) folgt zunachst als Dimension des 
Zwanges Z, geschrieben als Dimensionsgleichung, 


(2PM Wiel a ee 

mit F als Kraft, W als Energie und P als Leistung. 
Der Zwang ergibt demnach die zur Ablenkung 
gegeniiber der ,,freien‘“’ Bewegung innerhalb des 
Systems in der Zeit verbrauchte Leistung. Verall- 
gemeinert bedeutet das, daB ein Zwang immer nur 
dann auftritt, wenn ein Ubergang von einem statio- 
naren Zustand in einen anderen stationéren Zustand 
erfolgt. Nach dem Prinzip des kleinsten Zwanges 
erfolgt dabei dieser Ubergang stets so, daB die dabei 
auftretende zeitliche Anderung der im System um- 
gesetzten Leistung ein Minimum ist. Somit erhalt 
man fiir den Zwang verallgemeinert 


ee UA P,) Nr (4) 
Z= >, dt = dt2 


Setzt man hierbei wegen der Aquivalenz der ver- 
schiedenen Energieformen fiir die virtuelle Arbeit 
6A = OW allgemein [2] 


OW = > K, by, (5) 
y=1 


(4) 


so sind K, die zu den verallgemeinerten Lagekoordi- 
naten q, gehorigen verallgemeinerten Kraftkoordi- 
naten. Dabei braucht die Dimension der GroBe K 
keinesfalls immer eine Kraft zu sein. Vielmehr ist 
ihre Dimension gegeben durch diejenige der zu- 
gehorigen verallgemeinerten Lagekoordinate g als 
die im allgemeinen unabhangige Veranderliche, da 
nach Gl. (5) das Produkt K,q, stets die Dimension 
der Energie haben muB. 

Nach Gl. (4) lautet jetzt das Prinzip des kleinsten 
Zwanges in verallgemeinerten Koordinaten 
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6Z = >, K, oq (6) 
y=1 


unter Beachtung, da nach Gl. (2) die unabhangige 
Veranderliche g, der Gaussschen Variation 


dg, = 07, =0, dg, +0 (7) 


unterworfen werden muf. 

Dieser Ubergang zu verallgemeinerten Koordi- 
naten gestattet nun das Gausssche Prinzip des 
kleinsten Zwanges nach Gl. (6) auch auf elektro- 
technische Probleme, vorzugsweise auf elektrische 
Netzwerke, anzuwenden. 

Ausgehend von der elektrischen Energie We und 
der magnetischen Energie Wm 


i 
We=5UQ, Wn=51 


wird man zweckmaBig als verallgemeinerte Kraft- 
koordinate K, die Augenblickswerte der Spannung u 
bzw. des Stromes 7 und entsprechend als verall- 
gemeinerte Lagekoordinate gq, die elektrische La- 
dung Q bzw. den magnetischen KraftfluB @ wahlen. 
Welche der beiden Groen Q oder ® man als ver- 
allgemeinerte Lagekoordinate wahlt, wird von der 
Art der gegebenen Schaltung des betrachteten Netz- 
werks abhangen. Setzt man also 


di 


AS 7 A 7 => —_- = vs 
- cys reyes os 
gz cD) > qe D sz fap = 5 
so liefert Gl. (4) fir den Zwang mit 


IE, = Wh Gr, 
den Ausdruck 
9) 
Ou, n y 7 ( 
te) Slade viel 


Unter Beachtung, daB die Gausssche Variation 
Gl. (7) nur auf die verallgemeinerte Lagekoordi- 
nate g, als unabhangige Veranderliche, also ent- 
weder auf @ oder auf ® angewendet werden darf, 
erhalt man somit aus Gl. (9) zwei Ausdriicke fiir 6Z, 
namlich 


= 


Sie dt ae 
Ze,0) = 2, |v a +e 
il 


n n 
dZz = >i %61,=0, 6Zp= >, i,dU,=0. (10) 
v=1 ; y=1 
Bei der Reihenschaltung ist die Stromstarke in 
allen Schaltelementen und bei der Parallelschaltung 
die Spannung an allen Schaltelementen gleich. Man 
wird daher bei Reihenschaltung die Ladung Q und 
bei Parallelschaltung den magnetischen FluB @ als 
verallgemeinerte Lagekoordinate wihlen. Wegen 
Gl. (7) und Gl. (8) liefert dann Gl. (10) bei Reihen- 
bzw. Parallelschaltung die beiden KtrcHHorrschen 


Satze “ Fs 
>i» =0, > 4=0. 
v=1 v=] 


Das Gausssche Prinzip des kleinsten Zwanges ist 
demnach in der Elektrotechnik durch die not- 
wendige Giltigkeit der KrrcHHorrschen Satze stets 
befriedigt. 
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Dieses Ergebnis ist durchaus einleuchtend, denn 
der nach Gl. (1) definierte Zwang liefert die Ab- 
weichung zwischen den Kraften, die den inneren | 
, freien’ Zustand des Systems kennzeichnen, und 
den Kraften, die einen a4u8eren Eingriff am System 
bedeuten. Bei elektrischen Netzwerken sind aber 
die Ladungen und Stréme in den einzelnen Schalt- 
elementen die GréBen erster Art, wahrend die an- 
gelegte Spannung und der Eingangsstrom die Gro- 
Ben der zweiten Art sind. Im stationaren Zustand 
befinden sich beide im Gleichgewicht, so dai dann 
stets Z = 0 ist. Die Anwendung des Gaussschen 
Prinzips des kleinsten Zwanges auf elektrische Netz- 
werke schlie8t damit aber auch gleichzeitig die 
Moglichkeit aus, praktisch verwertbare neue Be- 
rechnungsverfahren zu finden, die sich nicht bereits 
aus den KrrcuuHorrschen Satzen ableiten lassen. Es 
gestattet lediglich bereits Bekanntes in einer neuen 
Sicht erscheinen zu lassen. 

So kénnen bekanntlich Ausgleichsvorgange in 
linearen Netzwerken so berechnet werden, daB man 
die Wurzeln der Stammgleichung 


Z(p) = 90 


berechnet [4]. Wegen 7, = J, els! , Uy Z(p)yt, ast 
aber Gl. (11) eine Folge von Gl. (10), wobei 


Pp» aa oy ale jo, 


(11) 


die im allgemeinen komplexe Eigenfrequenz des 
Netzes ist, mit welcher der mit der Zeit abklingende 
Aufbau und Abbau des magnetischen und elek- 
trischen Feldes wahrend des Ausgleichsvorgangs 
erfolgt. Die komplexen Werte p, sind demnach 
durch die notwendige Befriedigung des Prinzips des 
kleinsten Zwanges bestimmt. Die komplexe Eigen- 
frequenz eines Netzwerks ist also diejenige Fre- 
quenz, die wegen Gl. (10) auch die Bedingung GI.(11) 
erfillt und bei der somit die zeitliche Anderung der 
im Netzwerk wahrend des Ausgleichsvorgangs um- 
gesetzten Leistung ein Minimum ist. 


Zusammenfassung 


Die Aquivalenz der verschiedenen Energieformen 
gestattet das Gausssche Prinzip des kleinsten Zwan- 
ges in verallgemeinerten Koordinaten als Produkt 
aus einer verallgemeinerten Kraftkoordinate und 
der zweiten zeitlichen Ableitung einer verallge- 
meinerten Lagekoordinate anzugeben. Damit ist 
eine Ubertragung dieses Prinzips auf elektrotech- 
nische Probleme médglich. Angewendet auf elek- 
trische Netzwerke, erhalt man die beiden Ktrcu- 
HoFFschen Satze. Ihre notwendige Giiltigkeit be- 
friedigt somit das Gausssche Prinzip des kleinsten 
Zwanges in der Elektrotechnik und lat bereits 
Bekanntes in neuer Sicht erscheinen. 
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BUCHBESPRECHUNGEN 


R. Fiihrer, Landesfernwahl, Band II: Grund- 
probleme. R. Oldenbourg Verlag, Miinchen 1959, 
a Seiten, 190 Bilder, 15,5 em X 23,5 em, Ganzleinen 

36,—. 


Im vorliegenden 2. Band des zweibaindigen Werkes ,,Lan- 
desfernwahl* wird vom Verfasser die Schaltungs- und Ge- 
ratetechnik der Landesfernwahl zusammenfassend erliutert. 
Damit werden zugleich die sich beim Studium der im l. 
Band* behandelten Grundprobleme aufdringenden Fragen 
beantwortet, beispielsweise wie die Landesfernwahl gerite- 
technisch gelést ist, wie Wahliibertragungen, Impulsspeicher, 
elektronische Umwerter geratetechnisch ausgefiihrt werden 
und welche Bauformen sich als zweckmaBig erweisen. 

Vorangestellt werden die Schaltkennzeichen und Horzei- 
chen. Da sie den Ablauf der Schaltvorgange auslésen und 
schaltungstechnische Zustande anzeigen, bietet dieser Ab- 
schnitt Gelegenheit, den Zusammenhang der ineinandergrei- 
fenden vielfaltigen Schaltvorginge aufzuzeigen. Es wird die 
Notwendigkeit der zahlreichen Zeichen begriindet und die Art 
ihrer Ausbildung beschrieben. An Hand von einpragsamen 
Schaltungsbeispielen werden ihre Erzeugung und die Art ihrer 
Verarbeitung anschaulich dargestellt. In einem weiteren Ab- 
schnitt werden die Einrichtungen fiir die Gebiihrenerfassung, 
die Gerate fiir die Nummernspeicherung, die Miinzfernsprech- 
technik sowie die fiir die Landesfernwahl verwendeten Wah- 
ler, Tasten und elektronischen Schaltmittel behandelt. Dabei 
werden die fiir die neue Betriebsform der Landesfernwahl 
entwickelten Gerate besonders beriicksichtigt. — Der Verfas- 
ser widmet sich schlieBlich den verschiedenen Loésungen, die 
beim stufenweisen Aufbau der Landesfernwahl] in Deutsch- 
land angewendet wurden. Ausgehend von der Technik des 
Selbstwahlferndienstes in Bayern und dem vereinfachten 
Selbstwahlferndienst werden die Zweidrahtiibergangstechnik, 
die Vierdrahtiibergangstechnik und schlieSlich die Volltech- 
nik unter Darstellung des grundsatzlichen Verbindungsauf- 
baues und der jeweils angewandten schaltungstechnischen 
und baulichen Loésungen beschrieben. Auch wird in grofen 
Ziigen auf das Wahlerfernamt eingegangen. Die Arbeitsweise 
der fiir diese Verfahren entwickelten Zahlimpulsgeber, Ver- 
zoner, Umsteuerwahler, Richtungswahler, Suchwahler, Zwei- 
draht-, Vierdraht- und Gabeliibertragungen wird zwar nur 
grundsiatzlich, doch so ausfiihrlich erlautert, da das Buch als 
Nachschlagewerk fiir alle in der Landesfernwahl gebrauch- 
lichen Gerateschaltungen dienen kann. 

Diese verwirrend scheinende Fiille von technischen Losun- 
gen und Geraten wird dem Benutzer dieses Buches tibersicht- 
lich gegliedert in klarer, leicht verstandlicher Sprache dar- 
geboten und mit einpragsamen Bildern und Schaltungsbei- 
spielen belegt. Es ist wirklich eine Freude festzustellen, wie 
beim Studium dieses Buches selbst die schwierigsten Zusam- 
menhange einfach und klar heraustreten. Dieses Buch ist 
unentbehrlich fiir den Planungsingenieur, den Schaltungs- 
ingenieur und fiir jeden, der sich mit den Fragen der Technik 
der Landesfernwahl vertraut machen will. Der jetzt der 
Forschungsabteilung des Fernmeldetechnischen Zentralamtes 
der Deutschen Bundespost als Leiter vorstehende Verfasser 
hat an dem Aufbau der Landesfernwahl mafigeblichen Anteil. 
Dieses Buch geschrieben zu haben, ist ein grofes Verdienst, 
fiir das ihm die Fachwelt Dank schuldet. Dies ganz besonders 
auch deshalb, weil das bisher nur in Fachzeitschriften behan- 
delte Stoffgebiet’ erstmals erschépfend im Rahmen eines 
Buches dargestellt wird. W. Ginsier 


* Siehe die Besprechung in A.E.U. 13 [1959], 184. 


J. R. Mentzer, Scattering and diffraction 
of radio waves. Pergamon Press, London 1959, 
VIII, 134 Seiten, 34 Bilder, 14,5 cm X 22 em, Ganz- 
leinen sh 42/—. 


Diese Monographie wendet sich nur an solche Wissen- 
schaftler, die mit der Ausbreitung elektromagnetischer Wel- 
len theoretisch wohl vertraut sind; ihnen soll der Anschluss 
an den heutigen Entwicklungsstand vermittelt werden. 


Der erste Abschnitt des Buches bringt die mathematische 
Formulierung des Beugungsproblems sowie die allgemeinen 
exakten und angeniherten Lésungsmethoden. Im zweiten und 
dritten Abschnitt folgen Anwendungsbeispiele. Ein unendlich 
langer, zirkularer bzw. elliptischer Zylinder und eine metal- 
lische Halbebene unendlich hoher Leitfihigkeit werden zu- 
nachst als Streuzentren im Feld einer ebenen elektromagne- 
tischen Welle angenommen. Zu den mehr oder weniger durch- 
gerechneten dreidimensionalen Beispielen gehéren die Kugel, 
der unendlich ausgedehnte Kegel, der endliche, zirkulare Zy- 
linder, die zirkulare Lochblende und das Paraboloid. Die 
Meftechnik kommt nur ganz kurz zu Wort. 

Auf die numerische Auswertung der gewonnenen Formeln 
konnte der Verfasser nur andeutungsweise eingehen. Die 
Resultate selbst werden aber ausreichend durch graphische 
Darstellungen veranschaulicht. 45 einschlagige Arbeiten wer- 
den zitiert. 

Die Darstellungsweise ist klar, leider aber oft allzu knapp. 
Darunter leidet zweifellos das Buch. Ebenso sicher aber ist, 
da} darunter der Verfasser noch viel mehr litt. 

Zusammenfassend muf$ man sagen, da das vorliegende 
Buch seiner Zielsetzung voll gerecht wird und viele dankbare 
Leser finden diirfte. W. Becker 


L. A. Hiller jr. und L. M. Isaacson, Ex perimental 
music; Composing with an electronic 
computer. McGraw-Hill Book Co., New York—Lon- 
don—Toronto 1959, VII, 197 Seiten, 19 Bilder, 15,5 cm 
* 24cm, Ganzleinen sh 46/6. 


Ein Musikprofessor und ein Mathematiker setzten sich zu- 
sammen, um dieses Buch zu schreiben. Nach einem Uberblick 
tiber das Problem ,,Inhalt und Form“ in der Musik und tiber 
die in verschiedenen Landern bisher unternommenen An- 
strengungen, ,,experimentelle* Musik zu schaffen, beschrei- 
ben die Verfasser ausfiihrlich ihre informationstheoretisch 
orientierten Versuche, Musik mit Hilfe von Rechenautomaten 
komponieren zu lassen. ,,Komponieren“ bedeutet hier, ge- 
wisse yon der Musikwissenschaft erkannte oder eigens er- 
fundene Regeln der horizontalen und yertikalen Verkettung 
musikalischer Elemente (z.B. Tonhohen, Tonstarken, Ton- 
dauern usw.) in einer dem Rechenautomaten zuginglichen 
Weise zu beschreiben und zur Grundlage eines Rechenpro- 
gramms zu machen. Hierbei werden zwei Verfahren erprobt: 
1. die Monte-Carlo-Methode, bei der der Rechenautomat 
ganze Zahlen als Codesymbole fiir musikalische Elemente in 
aleatorischer Reihenfolge erzeugt; auf Grund des gespeicher- 
ten Regelvorrats priift er nach jedem neu erzeugten Element 
dessen Vertraglichkeit mit den bereits vorliegenden Elemen- 
ten und akzeptiert oder verwirft das neue Element; im letzt- 
genannten Fall wiederholt er das Verfahren, bis ein annehm- 
bares Element erscheint oder der ganze Prozef sich als nicht 
weiterfiihrbar erweist. 2. An Hand yon yorgegebenen Uber- 
gangswahrscheinlichkeiten verschiedener Ordnung (die Uber- 
gangswahrscheinlichkeiten und ihre Ordnung werden dabei 
Kompositionsparameter) erzeugt der Rechenautomat eine 
Markoffkette von Codesymbolen (,,Markoffketten-Musik“). 
Die programmierten Regeln reichen von denjenigen eines 
einfachen Cantus firmus bis zur Zwolftontechnik. Im Schluf- 
kapitel werden Vorschlage fiir praktische Anwendungsmog- 
lichkeiten der untersuchten Verfahren gemacht (beispiels- 
weise bei der Herausgabe alter Musik in moderner Notation, 
bei der statistischen Stilanalyse oder bei der systematischen 
Herstellung von musikalischem Ubungsmaterial). Zur Ilu- 
stration von vier verschiedenen Experimentalstadien dient 
eine im Anhang in gewohnlicher Notenschrift wiedergegebene 
viersatzige Suite fiir Streichquartett (diese Instrumentation 
ist willkiirlich und nur der Zweckma®igkeit halber gewahlt 
worden). 

Das Buch ist frei von jeder Phantastik und kann jedem 
empfohlen werden, der musikalische Probleme einmal unter 
streng mathematisch-statistischem Aspekt und nicht nur von 


der emotionalen Seite her kennenlernen will. 
W. Mever-Eprrer 
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PERSONLICHES 


Julius Wallot zum Gedenken 


Am 31. Marz 1960 starb 
Prof. Dr. phil., Dr.-Ing. E. h., Julius Wallot 
im 84.Lebensjahr in Waldenburg/Wirttemberg. Am 4. April 
1960 fand die Einascherung in Heilbronn statt; die Urne soll 
nach Waldenburg tiberfiihrt werden. 

Mit ihm ging ein hochangesehener Wissenschaftler, ein 
giitiger, ein musischer, ein heiterer Mensch yon uns. Alle, die 
sich seine Schiiler oder seine Freunde nennen diirfen, geden- 
ken seiner in Verehrung. 

Der Name Wallot wird immer ver- 
bunden bleiben mit dem AEF (Aus- 
schu8 fiir Einheiten und Formelgro- 
Ben), dessen Vorsitzender er 24 Jahre 
lang war, und mit den Grofengleichun- 
gen, die ihre Einfiihrung dem Verstor- 
benen danken. Anlaflich seines 75. Ge- 
burtstages wurde die Persdnlichkeit 
Wallots in dieser Zeitschrift von K. W. 
Wagner ausfiihrlich gewiirdigt *. 

Es sei erlaubt, einige der wichtig- 
sten Daten zu wiederholen: J. Wallot 
wurde am 6, August 1876 in Oppen- 
heim am Rhein geboren. In Mainz, 
spater in Darmstadt besuchte er das 
Gymnasium bis zum Abitur (1894). 
Nach einem kurzen Studium der Juris- 
prudenz in Leipzig und nach dem ein- 
jahrigen Militaérdienst in Strafburg 
widmete er sich dem Studium der Phy- 
sik in Wurzburg und Miinchen. Als 
Schiller und Assistent von Rontgen 
promovierte er 1902 zum Dr. phil. 
Weitere Studienjahre verbrachte er in Berlin, GieRen, Frei- 
burg und Miinchen, zwischendurch war er Dozent im Tele- 
graphenversuchsamt in Berlin. Von 1909 bis 1913 wirkte er 
als Privatdozent an der Technischen Hochschule Stuttgart, 
bis 1922 als Privatdozent an der Bergakademie in Clausthal 
(1921 apl. Professor). Am 1. August 1922 trat er in das 


Zentral-Laboratorium der Siemens & Halske AG in Berlin 
ein. Ihm oblag es, junge Ingenieure und Physiker in die 
Geheimnisse der Nachrichtentechnik einzuweihen, da dieses 
Fach an den Hochschulen noch nicht geniigend gelehrt wurde 
(1929 a. o. Professor an der Technischen Hochschule Berlin). 


Aus diesen Unterrichtskursen entstand das Buch ,,Einfiih- 
rung in die Theorie der Schwachstromtechnik“. Es half mit, 
die Begriffe dieser jungen Wissenschaft zu klaren. 

Nach Kriegsende war er an der 
Technischen Hochschule Karlsruhe ta- 
tig, 1947 wurde er zum Honorarpro- 
fessor ernannt. 

Es wurden ihm viele Ehrungen zu- 


teil, besonders erwahnt seien: 
1937 Verleihung der Siemens- 


Stephan-Gedenkplatte 


1952 Ehrendoktor der Technischen 
Hochschule Stuttgart 

1956 Ehrenmitglied des Verbandes 
Deutscher Elektrotechniker 

1959 Berufung in den Waldemar- 
Hellmich-Kreis des DNA 

1959 Verleihung des DIN-Ehren- 


ringes. 


Aber auch schweres Leid blieb ihm 
nicht erspart; 1943 fiel sein Sohn 
Albrecht. 

Das Kriegsende erlebte Wallot auf 
dem Schafhof bei Kupferzell/Wiirttem- 
berg, der Heimat seiner Frau. 1951 
baute er im benachbarten Waldenburg ein Haus, das ganz 
seinen Geist atmet. Weitab vom Getriebe der geschaftigen 
Welt lebte er hier im Kreis der Familie und liebevoll umsorgt 
von seiner Gattin. 

Hier legte er letzte Hand an das Buch ,,GroRengleichun- 
gen, Einheiten und Dimensionen“, das nun schon als zweite 


* A.B.U. 6 [1952], 89—90. Auflage erschienen ist. R. Tamm 
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